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Kapitel 1

Inledning

Ibland ldser man att fysikerna mot slutet av 1800-talet ansag att
fysikens gator i stort sett hade 16sts. Mekanik, elektrodynamik och
termodynamik — dessa tre omrédden som numera utgor den sa kal-
lade klassiska fysiken — bildade en stabil grund som kring mitten
av seklet hade avrundats med lagen om energins bevarande. Visst
kvarstod kanske en hel del smérre fragor, men var man en lovande
ungdom skulle man nog helst sdka utmaningarna pa annat hall. Sa
skrev t ex den amerikanske fysikern A Michelson 1899:

The more important fundamental laws and facts of
physics have all been discovered, and ... the possibility
of their ever being supplanted in consequence of new di-
scoveries is exceedingly small. "

Om nu denna uppfattning verkligen var allmént accepterad ar kanske
tveksamt, men pd den tiden med sin oerhdrt snabba tekniska ut-
veckling var det ldtt att vara optimist. Landvinningarna inom t
ex elektroteknik och kemi gick hand i hand med stora industriel-
la satsningar och framtidsutsikterna verkade lovande. Det fanns en
forhoppning att alla virldens problem skulle kunna 16sas lika ratio-
nellt som de hade 16sts inom vetenskap och teknik.

Den forsta fyrtaktsmotorn byggs 1862, den forsta dieselmotorn 1897.
Bensindrivna bilar borjar dyka upp efter 1886. Berlin far sin férsta
tunnelbana och sin forsta kemtvitt. Julen 1895 6ppnas Paris forsta
biograf av bréderna Lumiére. Edison erévrar marknaden med sin
glédlampa och gatubelysning installeras pa utvalda platser. Elekt-
ricitet borjar bli allmént tillgdnglig och Ferdinand Braun uppfinner
det Braunska roret 1897, som med tiden utvecklas till (gar-)dagens
TV-ror. Vardagen foréndras radikalt for vanligt folk under denna
relativt langa period av fred i Europa kring sekelskiftet 1900 och
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Figur 1.1: Paris far sitt Eiffeltorn

1889.
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man forvintar sig en fortsatt stark och framfér allt kontinuerlig
utveckling, bade intellektuellt och materiellt, snarare &n négon re-
volution.

Det politiska ldget forefaller vara stabilt. I England regerar drott-
ning Victoria, hon krontes redan 1837 och sedan 1876 &r hon &dven
kejsarinna av Indien. Det Tyska Riket, nybildat 1871, blomstrar
under kejsar Wilhelm II, Victorias barnbarn, och dven USA har
ekonomiskt vixt ikapp de forna stormakterna England och Frank-
rike. Den snabbt 6kande industriella produktionen leder emellertid
snart till kande konkurrens mellan Europas stater med en betydan-
de kapprustning som f6ljd. Sa forsoker t ex Tyskland att etablera
sig som stormakt i virlden genom att forvirva kolonier och planera
byggandet av en maktig flotta som skulle kunna méata sig med Royal
Navy. Samtidigt 6kar oron bland arbetarna som bildar allt starkare
arbetarrorelser. Fredsperioden som hade varat sedan 1871 slutar i
forsta varldskrigets katastrof och de féljande sociala revolutionerna
ritar om Europas karta, politiskt och ekonomiskt.

Inom vetenskapen, sérskilt inom fysiken, star samtidigt dérren till
en helt ny virld — framfor allt atomernas inre struktur — redan pa
glént under aren strax fore sekelskiftet 1900. Ett antal avgdrande
upptickter skulle de féljande aren dramatiskt férdndra var bild av
véirlden fran grunden. Vi ska i denna inledning inte ens férsoka
skissera alla drag i denna omtumlande utveckling utan begrénsa
diskussionen till ett fatal experiment och teoretiska aspekter som
dven utgdr grunden for dagens beskrivning av fasta material.

Vi borjar denna historik med elektronen, den centrala figuren i
elektronikens utveckling. Nir den identifierades togs det forsta ste-
get for att forstd atomers struktur, men samtidigt ocksa ett stort
steg inom telekommunikationstekniken, dvs utvecklingen av vakuum-
eller radiorér. Dessa komponenter skulle s smaningom byggas i
halvledarmaterial, radikalt minskas i storlek, och leda till dagens

- - —0 + miniatyriserade elektronik.
Kl *—™ A
i = 1.1 Elektronen "upptacks"1897
u

Figur 1.2: Elektriska Anda sedan Faradays inledande experiment pa 1830-talet studerar
urladdningar studeras i ett fysiker under senare hélften av 1800-talet hur elektricitet passerar
evakuerat glasrr med tva genom gaser. Genom sédana experiment hoppas man fa svar pa

elektroder, den negativa katoden

" fragan vad elektricitet egentligen #r. Ar det en fluid som flyter fran
K och den positiva anoden A.

ett stille till ett annat, eller...?

Under normala omsténdigheter leder gaser ingen strom, som alla vet
ar luft vid atmosfarstryck en god isolator. Vi rdknar ju inte med att
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ett batteri laddas ur dar det ligger pa bordet med oskyddade po-
ler. For att en strom skall kunna flyta maste det finnas laddningar
som kan transporteras. I gaser kan visserligen laddningar skapas av
den joniserande stralning som alltid &r nirvarande, men den resul-
terande strommen dr ytterst liten och férsumbar i sammanhanget.
For att fa en observerbar effekt hade man funnit att det krévdes
forhallanden som atminstone i den tidens laboratorier var ratt ex-
trema, dvs hoga elektriska filt och laga tryck. Da kunde det uppsta
en elektrisk urladdning med métbara strommar och tydliga ljusfe-
nomen. Blixtar &r en relativt vanlig form av elektrisk urladdning
men mindre ldmpade for detaljerade experimentella studier. Man
féredrar mer kontrollerbara férhallanden och anvinder sig av ett
slutet glasrér med tva elektroder, spanningskillans pluspol ansluts
till anoden, minuspolen till katoden.

Sanker man trycket till storleksordningen 100 Pa, ca en tusendels
atmosfarstryck, och ldgger en spinning av storleksordningen 1000
V mellan elektroderna, kommer gasen i roret att borja lysa och
strommen Okar markant. Denna effekt utnyttjar man fortfarande
it ex lysrér och “neonrdr”. 1 detta ldge maste det pa nagot sitt
skapas betydligt fler laddningar i gasen. Ett ldgre tryck, p, innebér
att antalet gaspartiklar per volymsenhet, N/V minskar om vi haller
temperaturen T konstant. Enligt ideala gaslagen géller ju

N _p
pV = NET eller v =T

Dérmed 6kar den fria medelviglangden i gasen, dvs en partikel kan
rora sig en langre stricka innan den kolliderar med en annan par-
tikel. Tiden mellan tva kollisioner blir lingre eftersom partiklar-
nas medelhastighet férblir densamma vid konstant temperatur. Det
elektriska féltet kan da under denna lingre tid accelerera laddade
partiklar till hogre hastighet och dédrmed hogre kinetisk energi. Och
nér partiklar med hog kinetisk energi krockar kan laddningar frigo-
ras. Tva kollisionsprocesser dominerar skeendet. Pa sin vig genom
roret accelereras elektronerna sa kraftigt av det elektriska filtet att
de kan jonisera gasatomer nir de krockar mot dem. Da skapas yt-
terligare elektroner och &ven positiva joner (figur 1.3). Det tkade
antalet elektroner joniserar i sin tur &nnu fler atomer, vi far en
lavinartad 6kning av antalet laddningsbérare, i det slutliga statio-
néra tillstandet begransas strommen endast av motstandet R (se
figur 1.2). I den andra viktiga kollisionsprocessen krockar de posi-
tiva jonerna med katoden, dir de neutraliseras och dven formar sla

ut sekundéra elektroner som dé& bérjar sin resa mot anoden (figur
1.4).

Ljuseffekterna i roret beror pa att elektroner dven om de inte joni-
serar en atom likval kan excitera denna och nédr atomen atervinder

-

E
"
“

Figur 1.3: En elektron (svart)
genererar 3 nya elektroner och tre
positiva joner i kollisioner med
neutrala partiklar (streckade).

Figur 1.4: En positiv jon
neutraliseras vid katoden och slar
samtidigt ut sekundara
elektroner.
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till sitt grundtillstand gor den sig girna av med energi genom emis-
sion av fotoner. Det utsinda ljusets farg bestdms av vilken sorts gas
som finns i roret.

Sénker man nu trycket i gasen ytterligare, till ungefir 0,1 Pa (ca
1075 atm), och haller spinningen tillrickligt hog for att uppritt-
halla urladdningen, férsvinner ljuset och i stillet observerar man
blagront fluorescensljus fran rérets glasviggar i nédrheten av ano-
den. Fortfarande slar joner ut sekundérelektroner fran katoden som
nu kan rora sig raka vigen genom roret, vasentligen utan att krocka
med atomer. Fangas de ej upp av anoden triffar de glasviggarna
dér de exciterar fluorescensen, dvs atomer exciteras och emitterar
ljus pa vigen tillbaka till grundtillstandet.

Dessa stralar som utgéar fran katoden, katodstrilarna, hade obser-
verats redan 1859 av J Pliicker och senare av W Hittorf och andra.
Dessa experiment hade endast blivit méjliga tack vare utvecklingen
av visentligt battre (kvicksilver-) pumpar och hégspénningskéllor,
och att man lyckats tita genomforingarna till elektroderna i glasro-
ret. Man hade funnit att katodstralen kunde avlinkas av en magnet
i ndrheten av roret, och att stralen forde med sig negativ laddning
som kunde fangas upp av en liten metallcylinder placerad i glasro-
ret (JB Perrin). Forsok att avldnka stralen med ett elektriskt falt
hade dock inte gett nagra entydiga resultat (H Hertz). Vidare hade
P Lenard konstaterat att stralen ldtt kunde passera genom skdrmar
av olika material.

Men vad dessa stralar egentligen bestod av kunde man bara gissa
sig till. England féredrog korpuskelteorin, dvs en strom av partiklar,
Tyskland lutade mot “eteriska fenomen”, dvs att stralen utbredde
sig som en vag. Etern var ju den fluid som antogs fylla hela univer-
sum och som var det medium man trodde elektromagnetiska vagor
utbredde sig i.

1897 kom den forbryllande uppldsningen. JE Wiechert, W Kauf-
mann och JJ Thomson kommer fram till att stralen bestar av par-
tiklar, alla tre finner liknande virden for forhallandet mellan ladd-
ningen och massan hos partiklarna. Antar man att laddningen &ar
lika stor som den minsta laddning man hade uppmaétt i elektrolys,
elementarladdningen e, sa foljer att partikelns massa maste vara ca
2000 ganger mindre &n viteatomens massa!

JJ Thomson, vars namn oftast forknippas med elektronens upp-
tackt, hade vid 28 ar alder utsetts till chef f6r Cavendish laborato-
riet i Cambridge som eftertradare till Maxwell och Lord Rayleigh.
Han studerar gasurladdningar, magnetiska falt. Ur avldnkningen
kan han bestdmma férhallandet e/m och pévisar darmed partikel-
karaktdren hos katodstralarna. Resultatet ar oberoende av vilket
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Figur 1.5: Ett av de urladdningsrér Thomson anvinde. Katodstralar utgar
fran katoden K, passerar en spalt i anoden A och en ytterligare kollime-
rande spalt i B. Dérefter ror de sig mellan tva aluminiumplattor D och
E som kan anslutas till polerna av ett batteri for att avlidnka stralen.
Ett magnetfilt kan laggas vinkelrdtt mot det elektriska faltet i omradet
mellan plattorna.

material katoden ar gjord av eller vilken gas som finns i roret, sam-
ma partikel bor d4 finnas i all materia. Nagot ar senare, 1899, lyckas
hans student CTR Wilson med hjélp av en dimkammare bestdmma
e direkt och darmed &ar &ven m bestamd. (RA Millikan bestamde e
med en promilles noggrannhet aren kring 1910.) Elektronen visar sig
vara drygt 1800 ganger ldttare &n véteatomen. Atomen som sedan
Demokritos dagar hade antagits vara odelbar visade sig besta av
betydligt mycket mindre delar. Elektronen blev den forsta elemen-
tarpartikeln man upptéackt, och den &r fortfarande “elementér” eller
odelbar. Namnet fick partikeln av den irlindske fysikern GJ Stoney
som darmed ursprungligen endast avsag elementarladdningen e.

Hur gick Thomson nu tillviiga med sitt experiment? Han anvinde
ett urladdningsroér som visas schematiskt i figur 1.5. En spanning U
pa tusentals volt 14ggs mellan katod K och anod A. Trycket i roret
ar sa lagt att elektronerna som slas ut ur katoden ndstan obehindrat
kan rora sig rétlinjigt genom roret. Det elektriska féltet mellan anod
och katod accelererar elektronerna, spalten B kollimerar stralen.
1895 hade H Lorentz tecknat kraften F som verkar pa en laddning ¢
som befinner sig i ett elektriskt falt E och som rér sig med hastighet
v i ett magnetiskt falt B

Lorentz-kraften: F = ¢(E + v x B)
Elektronernas rorelse bestdms d& av Newtons ekvation

som innehéller tre obekanta storheter, massan m, laddningen —e
och hastigheten v. Thomson bestdmmer férst v genom att lata stra-
len passera korsade elektriska och magnetiska filt. som han véljer
s& att stralen passerar utan att avlankas. Han lédgger en spénning

+ + +

X TF ' lE
z e
.L»
lFmagn B®

Figur 1.6: En elektron passerar
korsade elektriska och magnetiska
falt. Valjs filten sa att
avldnkningen forsvinner, kan
elektronens fart bestdmmas.
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Figur 1.7: En diod fungerar som
en likriktare. Elektroner kan
emitteras av den heta katoden
men inte av den kalla anoden.
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mellan plattorna D (4) och E (-), det elektriska filtet E mellan plat-
torna pekar nedat, kraften pa elektronen uppat i positiv y-riktning,
se figur 1.6. Kraftens belopp &r

Fgy =e&,

déar vi med & betecknar den elektriska féltstyrkans belopp for att
undvika férvixling med energin E. Magnetfiltet genereras av spolar
utanfor roret och dr (ungefir) begrinsat till omradet mellan plat-
torna. B pekar in i figuren, i negativ z-riktning, och kraften med
belopp

Fragn = evy B

pekar nedat i figuren. Om félten &r valda si att ingen avlénkning
sker maste krafterna ta ut varandra, dvs det maste gilla att

e = ev, B

och déarmed blir

Vye = E
Nu tar Thomson bort magnetfiltet och studerar avldnkningen i
enbart det elektriska féltet. Eftersom han redan vet elektronernas
hastighet, ger avlankningen i y-led honom, tillslut, ett uttryck for
e/m som han bestdmmer till

e

— =0,7-10" C/kg
m

1.2 Elektronens barndom

Nér katodstralar identifierades som en strém av elektroner tog man
det forsta steget mot en djupare forstaelse av materia som skulle bli
ett huvudtema i fysik och kemi under 1900-talet. Men den omedel-
bara tillimpningen av katodstralar inom telekommunikationsteknik
skulle dramatiskt férdndra varlden inom néagra ar efter sekelskiftet.
Redan 1910 skulle man kunna héra Caruso sjunga opera pa radio.

Det viktigaste steget mot praktiskt anvindbara radiordr togs nir
man upptickte att elektroner mycket lattare kunde ldmna katoden
om denna var upphettad. Da behévde man inte ldngre accelerera
jonerna for att sla ut elektronerna ur katoden. Denna effekt obser-
verade A Edison under sina experiment dir han forsdkte forbattra
glédlampan. Han hade en gang introducerat en extra elektrod i form
av ett litet metallbleck i glédlampan och upptéickte att det flét en
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strom mellan glédtrad och bleck om blecket var positivt, men strom-
men forsvann om blecket var negativt. Systemet fungerade som en
likriktare. Elektroner kunde ldmna den heta (negativa) glodtraden
och vandra till blecket (anoden), men inte ldmna det kalla (nega-
tiva) blecket. 1884 publicerade han resultaten. 1901 framlade OW
Richardson sin teori for denna termiska emission och fick Nobelpri-
set 1928.

For den termiska emissionen spelar dock inte bara temperaturen
utan dven katodens materialsammanséittning en stor roll, olika ma-
terial kraver olika uttradesarbeten som elektronen maste utratta for
att kunna ldmna katoden. Nar Wehnelt belade platina-traden i sin
katod med bariumoxid kunde han dirmed sédnka spdnningen &ver
roret fran ca 30 000 V som var brukligt i Rontgenror till ungefar
100 V. JA Fleming utvecklade sedan den forsta dioden — se figur 1.7
— som kunde anvéindas som likriktare for hogfrekventa vixelstrom-
mar. Som i Edisons glédlampa strommade elektronerna fran glod-
katoden till anoden men inte tvirtom. Denna diod ersatte da delvis
kristalldetektorn som var den forsta “solid-state”-komponenten och
som anvindes som detektor i radions barndom. Kristalldetektorn
bestod av en halvledare med en instucken metallspets. En sadan
metall-halvledarovergang kan vara likriktande som vi kommer att
se senare.

Hur kan nu en likriktare vara till hjélp for att detektera radiosig-
naler? Vid &verforing av radiosignaler krivs ett budskap man vill
dela med sig av, t ex en lagfrekvent ljudsignal omvandlad till en
spinning som varierar med tiden, som i figur 1.8 (a). Genom addi-
tion av en konstant spanning erhélls en enbart positiv signal (b).
Sédndning och mottagning av radiosignaler visar sig fungera bést
nédr antennen har en lingd av storleksordningen en fjardedels vag-
langd. Sdnder man signal (b) direkt behéver mottagaren antenner
som kanske dr manga kilometer langa. Man kan kringga problemet
genom att lata signalen modulera amplituden pa en hogfrekvent,
och didrmed kortvagig béarvag (c) och sinder i stéllet signalen (d).
Mottagaren aterstéller nu den ursprungliga signalen med hjdlp av
en likriktare, som endast slapper igenom strém i en riktning och ger
en pulserande signal (e), och ett lagpass- filter som endast sldpper
igenom laga frekvenser.

Nu ar den mottagna radiosignalen oftast for svag for att vira sinnen
direkt ska kunna uppfatta den. Det behdvs ndgon slags forstirkning
innan vi kan lata signalen driva t ex en hogtalare. R von Lieben och
Lee de Forest understkte darfor mojligheten att pa nagot sitt styra
strommen genom en diod for att ddrmed om mdojligt kunna for-
starka svaga signaler. 1907 introducerade de Forest sitt elektronrér
Audion, en triod dir han mellan glédkatoden och platinaanoden

t

Figur 1.8: Figuren visar signalen
som skall séndas (a), och skiftad
till att alltid vara positiv (b).
Bérvagen (c) moduleras i
amplitud (d), sédnds och
detekteras av mottagaren med en
likriktare (e).



Figur 1.9: Audion-réret. Vid

Uy = 0 gallerspinning relativt

katoden (a) tar sig de flesta

elektronerna igenom och fram till

anoden. En negativ
gallerspénning (b) blockerar

viagen mer eller mindre beroende
pa spinningens storlek, dvs styr

anodstrommen.
U=IR
s
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q laddning

Ag .
1= strom

At

J= f stromtéthet

elektriskt falt
p = TA resistivitet
c = Fl) konduktivitet

Figur 1.10: Nagra elektriska
samband.
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placerat ett nickelgaller som tredje elektrod. Sma &ndringar i spén-
ningen U, mellan galler och katod, AUy, ledde till stora &ndringar
i anodstrommen, och dirmed till en stor motsvarande &ndring av
spanningsfallet AUR 6ver anodkretsens motstand R,. Forstarkning-
en ges av

AUg

férstdrkning = AU
g

En tillrackligt stor negativ spidnning U, hindrade elektronerna ef-
fektivt fran att n& anoden. Gallret (eller styret) drog heller ingen
strom eller effekt sa ldnge det var negativt (relativt katoden). Ge-
nom aterkoppling kunde dven elektromagnetiska svingningar gene-
reras. Nér slutligen I Langmuir i USA hade forbéttrat evakuerings-
pumpen kunde man borja tillverka reproducerbara radiorér i stor
skala.

I detta avsnitt introducerades tva centrala komponenter som maj-
liggjorde radiokommunikation, dioden och trioden. Dessa kompo-
nenter var nagra centimeter langa och ersattes 40 ar senare kring
mitten av 1900-talet av pn-Overgangar och transistorer med dimen-
sioner av storleksordningen 1076 m.

1.3 Elektronerna i en metall som en klassisk
gas (P Drude, 1900)

Niar man nu visste att det finns elektroner i en metall, férséker
P Drude 1900 tolka ledningsféormagan — bade den elektriska och
den termiska — som en transport av rorliga elektroner. Dessa fria
elektroner betraktar han som en gas enligt klassisk gasteori. Ett av
det fundamentala sambanden inom elektriska kretsars teori ar

Ohms lag: U =R -1

som empiriskt motiverades 1826 och hade visat sig gélla for metal-
liska ledare. Med hjélp av sambanden i figur 1.10 kan lagen skrivas
som

Aq

J: =
A-At

o8&

en relation mellan strémtéatheten och elektriskt falt. Konduktivite-
ten (eller ledningsformégan) o infors som en specifik egenskap hos
ett material som &r oberoende av provets dimensioner. Vid en viss
spanning &ver provet begrénsas strommen av provets resistans R,
dvs Ohms lag forutsitter att elektronrdrelsen &r utsatt fér nagon
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slags friktion. Drude ténker sig att elektronerna krockar mot ato-
merna i metallen. Vid kollisionerna tillintetgors hastighetsbidraget
pa grund av det elektriska faltets acceleration, energi 6verfors till
metallens atomer — som t ex en brddrost snabbt later oss kinna.
Resultatet blir en liten medelhastighet hos elektronerna i féltets
motriktning, strommen blir konstant.

Om elektronerna leder strom, vilket ju tyder pa en viss formaga att
rora sig, borde de dven kunna transportera termisk energi. I heta
omraden 6kar den termiska energi de fér med sig nér de slumpartat
ror sig mot kallare omraden. Varierar temperaturen langs med ett
prov kommer ett flode av termisk energi

AQ ar

Q _ S el
T =T a ™ "

dér @ ar termisk energi (“heat”) och k den termiska ledningsfor-
mégan. Det fanns ett empiriskt samband fran 1853,

Wiedemann-Franz lag: iT ~2x 1078 WQ/K?
o

som Drude lyckades forklara &ven om han inte kunde bestdmma
eller o var for sig. Han kunde inte veta med hur manga elektroner
en atom i metallen bidrar till ledningsférmégan. Hans modell mas-
te vinta péd att fa sitt svar tills man med kvantmekanikens hjalp
kartlagt atomernas elektronstruktur. Han kan heller inte forklara
varfor vissa material &r metaller, dvs ledande, medan andra &r iso-
latorer. Koncentrationen av rorliga elektroner var ju okénd vid den
tidpunkten.

Men som vi kommer att diskutera mera detaljerat nedan doljer
Drudes modell &n allvarligare svarigheter som tydligt pekar pa den
klassiska fysikens begrénsningar. I hans hérledning férekommer t ex
elektronernas bidrag till den moldra virmekapaciteten. Detta bidrag
skriver han for N4 atomer med var sin elektron enligt den klassiska
likafordelningslagen (se senare i kapitlet) som

3
el = o Nak

dar N4 dr Avogadros tal och k Boltzmanns konstant.

Experimentellt visar det sig dock att den totala virmekapaciteten,
dvs summan av atomernas och elektronernas bidrag, ar

Cy ~ 3Nk

oavsett om materialet dr en metall eller isolator, vilket méaste be-
tyda att C‘e,l ~ 0! Elektronerna i en metall forblir forvanansvart

K - termisk ledningsférmaga

Viarmekapacitet vid konstant
volym:

oF
o= (5)
Viarmekapaciteten ar relaterad
till en viss substansmingd. Om

elektronkoncentrationen n anges i
m~? far Cy enheten J/(m?-K).

v=konst
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Figur 1.11:
Svartkroppsstralningens
spektralférdelning vid olika
temperaturer. Notera att 6gat ir
kénsligast ungefir vid de
vagldngder dar solen lyser
starkast.
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The production of the spectrum by Newton in 1666

Figur 1.12: Newton delar upp vitt
ljus i sina spektralkomponenter.
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opaverkade vid en uppvarmning. De tar inte upp ndgon namnvird
energi nir temperaturen hojs!

I Thomsons experiment kunde vi beskriva elektronstralen med klas-
sisk mekanik, i en metall ddremot dér elektronerna i hog koncent-
ration trings bland relativt tédtpackade atomer verkar en klassisk
beskrivning inte langre duga.

1.4 Svartkroppsstralning — M Planck (1900)

Elektronens upptéckt var ett stort steg mot forstielsen av mate-
rians uppbyggnad, men hade skett inom ramarna av den klassiska
fysiken och orsakade heller ingen omedelbar revolution i fysikens
begreppsvérld. En langt mera dramatisk och fér manga smértsam
brytpunkt i fysiken skulle knytas till aret 1900. En liten konstant h
dok upp for forsta gdngen och ledde till att alla invanda idéer maste
ifragaséttas.

Mot slutet av 1800-talet hade man lagt ner mycket moda pa att a
ena sidan mycket noggrant uppméta svartkroppsstralningens spektral-
fordelning (se figur 1.11) och & andra sidan komma fram till en te-
oretisk beskrivning. 1894 boérjade Max Planck i Berlin att studera
problemet.

Alla kroppar emitterar elektromagnetisk stralning néir de virms
upp. Vi ser detta med blotta dgat nér en eldgaffel lamnats liggande
i brasan och borjar lysa rott (700°C). Vi ser ocksa glodtradars gul-
aktiga farg i vara lampor (3000°C) och solens néstan vita ljus vid
middagstid (5700°C) (nér atmosfirens absorption &r som svagast).
Men vi skulle bli synnerligen férvanade om en kokplatta glémd pa
maximal effekt bérjade lysa blatt. Men detta dr just vad den klas-
siska teorin skulle forutsiga!

Nu ar ju 6gat ingen helt tillforlitlig detektor av elektromagnetisk
stralning. Vi vet ju att vitt ljus &r ett synintryck som framkallas
av ljus sammansatt av vagor med alla vaglingder i det synliga om-
radet. Detta visade Newton redan 1666, se figur 1.12. Hér skiljer
sig 6gat fran orat som latt urskiljer flojtens toner fran cellons, dvs
korta fran langa vaglidngder. Nar vi lyssnar till orkestern hor vi inte
bara en “ton” som nir dgat bara “ser” en farg. Denna observerade
“firg” beror pa ljusets sammansittning, dvs hur intensiteten &r for-
delad 6ver de olika spektralfdrgerna. Nar man kring 1900 borjade
anvinda glédlampor blev dven industrin intresserad av ljuset som
den upphettade glodtraden utsinde.

Gustav Kirchhoff visade 1859 att spektralférdelningen hos den emit-
terade termiska strélningen blir helt oberoende av kroppens sam-
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mangéttning och beskaffenhet om kroppen &r svart, dvs absorberar
all infallande stralning. Spektralférdelningen beror da endast pa
temperaturen. Ett sitt att realisera en svart kropp &r att betrak-
ta ett halrum med endast en liten 6ppning mot omvirlden, figur

1.13. All stralning som passerar ppningen absorberas forr eller se- .
nare i halrummet, den strélning som emitteras genom Oppningen
utséinds da fran en svart kropp och beror endast pd halrummets

temperatur. Inne i hdlrummet kan vi karakterisera stralningen ge-
nom att ange strilningens spektrala energiférdelning antingen med gur 1.13: En strale passerar in i
avseende péa vaglangder eller frekvenser. Har téredrar vi att studera  palrummet, reflekteras och
frekvensberoendet, dvs att lata vinkelfrekvensen vara den obero-  absorberas, men kommer aldrig
ende variabeln. I vakuum dr ju frekvensen w = 2nf relaterad till  ut.
vaglangden A genom
& c
=—- w=21—
/ A A

Energitatheten u(w,T") definieras av att u(w,T’) - dw &r energin per

volymsenhet inom (vinkel)frekvensintervallet (w,w + dw). Man kan

visa att den genom en 6ppning med area A utstralade effekten (ener- T=6000K
gi/tidsenhet) ges av f: : ;
o0
c g ! !
I= AE : /u(w,T)dw. 5 \ !
g \ ‘
5 !
Det géller da for Planck att bestdmma u(w,T). - : |
|
Planck representerar hélrummets viggar med oscillatorer (eller “re- T = 4000 K \
sonatorer”) som vixelverkar med stralningen. Han visar forst med ynligt ljuis :
elektrodynamik att stralningstitheten och det termiska medelvér- T=2000K ! \
det av en oscillators energi (¢) i termisk jimvikt dr relaterade genom 0o 1 2 l 3 4 5 6
sambandet frekvens / 1015 g1
2 . .
w(w,T) = ‘;’ 3.<6>. Figur 1.14: Spektrala energi-
mee tétheten u(w,T") plottad mot

Han dr expert pa termodynamik och fokuserar sedan pa sambandet  frekvensen w vid tre olika
mellan entropi och energi hos oscillatorerna. Han lyckas forst be-  temperaturer.

stdmma ett sddant samband (genom en slags djarv interpolation)

som resulterar i en spektralférdelning i 6verensstdmmelse med ex-

perimenten. Sedan forsoker han att motivera sin empiriska formel

teoretiskt. Men nér han da under ridkningens gang vill berékna en

oscillators medelenergi med hjédlp av statistisk fysik tvingas han

inféra sma energienheter som maste vara proportionella mot oscil-

latorns frekvens f,

e=hf =hw <h:h>,
2T

om hans rikning ska ge den observerade spektralférdelningen. Hans
resultat blir Plancks spektrala energifordelning:

w? hw

72c3  ehw/kT _ 1"

u(w,T) =



Sha

— |

Figur 1.15: Nagra vagor eller
sviangningsmoder som passar in i
ett kubiskt halrum, dvs har
noder pa ytorna.
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Han kan inte lata proportionalitetskonstanten h gd mot noll vid
rdkningens slut som man brukade gora i klassisk statistisk mekanik.
D4 hade Plancks stralningslag blivit

u(w,T) = - kT eftersom e =1+x+....

Overensstdmmelsen med ytterst noggranna experimentella data
hade gatt forlorad. h méste forbli dndligt.

Planck hade utgatt fran oscillatorerna i halrummets viggar som
befann sig i termisk jamvikt med stralningen. Fokuserar man di-
rekt pa sjilva stralningen kan man visa att den férsta faktorn i den
spektrala energiférdelningen ger antalet elektromagnetiska sving-
ningsmoder per volymsenhet inom intervallet (w,w + dw) — eller
tillstandstdtheten som vi kommer att dterkomma till. Den andra
faktorn ger medelenergin hos en svingningsmod (hos stralningen)
med frekvens w, eller ocksa antalet fotoner (kvanta) hw som mot-
svarar denna medelenergi. Detta antal (n) (i medel) ar da

1
(n) = ohw/kT _ |

Vi ser att for hoga frekvenser hw > kT gar (n) — 0, dvs vi behover
inte befara att en kokplatta som glomts pa hog effekt skulle strala
ut Rontgenstralning. Diaremot kommer plattan att emittera en hel
del IR-stralning med frekvenser for vilka giller hw < kT , eller vid
tillrackligt hég temperatur rentav rétt ljus.

Hade vi utgatt fran klassisk statistisk fysik och anvint oss av likafor-
delningslagen som i termisk jamvikt tilldelar varje svingningsmod
en medelenergi kT, s skulle energitétheten blivit (som i grénsen
h — 0 ovan)

2

u(w,T) = kT

23
Med sin héga frekvenser hade blatt ljus dominerat spektralfordel-
ningen och ljuset blivit blaaktigt. UV ljus och Roéntgenstralning
hade emitterats kraftigt — lyckligtvis i strid med all erfarenhet. Den
totala stralningsenergin i halrummet skulle blivit odndligt stor:

/ u(w,T) - dw — o0,
0

man talade om en ultraviolett katastrof!

Hade detta h ndgon djupare innebérd? Det tog tio ar for Planck att
Overtyga sig om att hans “energikvanta” var mer dn rent formella
objekt inforda fér att matematiskt kunna genomféra analysen. Men
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snart 0kade méngden experimentella data som bekriftade kvantef-
fekternas existens, och s& sméningom vann denna nya kvantfysik,
kanske inte alltid genom att 6vertyga de misstdnksamma utan ofta
genom att motstandarna med tiden dog ut.

1.5 Fotoelektriska effekten

Under aren 1886 till 1891 utforde H Hertz i Karlsruhe en rad avgo-
rande experiment for att generera och detektera de elektromagnetis-
ka vagor som Maxwells teori hade forutsagt. Med en induktionsspole
genererade han en hog spanning som lades mellan tva tunna metall-
stavar som var separerade med ett litet gap som i figur 1.16. Den ena
staven blev negativt laddad, den andra positivt. Vid tillrackligt hog
spanning uppstod en bagurladdning mellan stavarna da den jonise-
rade gasen mellan stavarna blev ledande. Laddningarna pa stavarna
(elektronerna) kunde nu flyta fram och tillbaka och oscillationen av
laddningen alstrade elektromagnetiska vagor. Sa smaningom d&m-
pades svingningen, spdnningen 6ver gapet sjonk och urladdningen
avstannade.

Hertz detekterade stralningen med en ledare som var sluten till en
ring sa nir som pa ett mycket litet gap. Végorna inducerade en
spanning over detta gap som nér den blivit tillrdckligt stor genere-
rade en gnista.

Hertz brukade skydda den sekundéra (svagare) gnistan med ett hol-
je mot stroljus for att littare kunna se den. 1887 observerade Hertz
att det starka ljuset fran den priméra bagurladdningen (sdndaren)
underldttade tdndningen av den sekundéra gnistan (mottagaren)
ndr han avldgsnade holjet.

Ljuset frigor elektroner ur metallen och dessa laddningar startar
sedan urladdningen lavinartat redan vid ett ldngre avstand mellan
elektroderna, dvs vid ett lagre elektriskt falt. Han hade upptéckt
den fotoelektriska effekten. Nagot ar senare noterade dven Hall-
wachs att en metall blir positivt laddad under belysning.

P Lenard bestdmmer ar 1900 forhallandet e/m for de emitterade
partiklarna och far samma virde som Thomson hade bestamt for
elektronerna i katodstralarna. 1902 belyser han katoden med en
bagurladdning mellan kolelektroder dir han kan variera ljusinten-
siteten med upp till en faktor 1000. Utan palagd spdnning mellan
anod och katod flyter det redan en strom eftersom de emitterade
elektronerna har fatt kinetisk energi och kan na anoden A (se figur
1.17). Med en positiv potential pa anoden hjdlper det elektriska fil-
tet elektronerna att nd A, strommen okar tills den méattas nér alla

Sandare

Induktionsspole

Mottagare

Figur 1.16: Elektromagnetiska
vagor som utgar fran sindaren
detekteras av mottagaren genom
att en gnista uppstar i ringens

Oppning.

I en bigurladdning vid hogt tryck
leder en stor strom till en s&
kraftig upphettning att
elektroner emitteras utan att
detta kraver jonbombardemang.
Det uppstar en mycket ljusstark
ljusbage med temperaturer kring
6000 °C. Sadan bagurladdning
mellan t ex tva kolelektroder har
anvants som ljuskilla i biografers
projektionsapparater och i
Xenon-hogtryckslampor som
tdnds av en mycket hég spanning
men darefter brinner vid ligre
spanning som en sjilvstindig
urladdning.
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pump L

Figur 1.17: Schematisk bild av Lenards urladdningsror. Ljuskéillan L be-
lyser katoden K, de emitterade elektronerna kan passera anoden A genom
en liten 6ppning och kommer da in i ett omrade (streckad cirkel) med ett
magnetfilt B som pekar ut ur figuren. Elektronerna kan registreras av
detektorerna C och D.

emitterade elektroner nar anoden. Ligger Lenard nu pa en negativ
potential pa anoden byter det elektriska féltet riktning och mot-
verkar elektronernas rorelse mot anoden. Elektronernas potentiella
energi Okar pa vigen fran katoden till anoden, allt farre elektro-
ner har tillricklig kinetisk energi for att “ta sig uppfor backen” och
strommen sjunker. Vid en viss retarderande spinning —Uy nér inte
ens de energirikaste elektronerna lingre fram till anoden, strémmen
forsvinner helt. Detta innebér att elektronerna hogst har en kinetisk
energi
Egmw = %v?naz = el

nir de emitteras fran katoden. Okar Lenard nu ljusets intensitet
skulle man férvinta sig att en storre energi dverfors till elektroner-
na. Men experimentet visar att elektronernas maximala kinetiska
energi forblir precis den samma, spénningen som hindrar dem att
nd anoden &r fortfarande —Uy. Att strommen 6kar med 6kande in-
tensitet méaste d& innebéra att fler elektroner emitteras.

Elektronernas maximala kinetiska energi verkar 6ka med frekvensen,
men experimenten ar osidkra och svara.

1.6 A. Einstein 1905

1905 publicerar Einstein en artikel dar de kvanta som Planck inforde
i sina rdkningar blir verkliga pa ett ytterst patagligt satt. Det in-
fallande ljuset antas bestar av odelbara energikvanta hf = hw, som
1926 dops till fotoner av GN Lewis. Den enklast tdnkbara processen
ar da att ett helt energikvantum &verfors till en enda elektron. Om
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Figur 1.18: Okande ljusintensitet ger en ckande strém. Den spinning —Up
som hindrar &ven de energirikaste elektronerna fran att n& anoden &r
déremot oberoende av ljusets intensitet.

frekvensen hos ljuset &r tillrackligt hog kan elektronen fa tillréckligt
hog energi for att kunna limna metallen, jfr figur 1.19. Pa vig ut
ur metallen maste elektronen utritta ett arbete, metallens uttré-
desarbete ¢, for att 6vervinna de attraktiva krafterna som forsoker
halla den kvar. Einstein skriver féljande samband som bestdmmer
elektronens maximala kinetiska energi nir den befinner sig utanfér
metallen
Efrfgx = hw — ¢

Enligt figur 1.19, som visar en “modern” schematisk bild av elektro-
nerna i en metall, dr alla elektroniska tillstand fyllda upp till den
sa kallade Fermienergin Fp. (Denna storhet kommer vi att stude-
ra nirmare senare.) Om nu fotonen exciterar elektronen med hogst
energi i metallen (vid Er) behover elektronen utréitta ett arbete,
dvs avge energin ¢ for att ta sig ut ur metallen och resten behaller
den som kinetisk energi. Exciteras en ligre liggande elektron (1ag-
re i energi!) sa blir elektronens kinetiska energi utanfor metallen
mindre. Ljusets intensitet motsvarar transporterad energi per yt-
och tidsenhet, vilket motsvarar antalet fotoner per yt- och tidsen-
het. Fotonens energi bestimmer elektronernas maximala kinetiska
energi, men denna dr oberoende av intensiteten. Antalet exciterade
elektroner ddremot bestims av intensiteten.

Einsteins relation férklarar de experimentella observationerna, men
férutsdger ocksd att den maximala kinetiska energin

ENr, = ely = hw — ¢

max

Okar linjdrt med ljusets frekvens. Inga detaljerade data finns dock
att jimfora med vid denna tidpunkt. Forst ar 1916 lyckades Millikan

’ ho
A
Exin vakuum-
y niva

[ A D U Erg

<
~

Figur 1.19: Elektronen som har
hogst energi inne i metallen har
efter excitationen dven hogst
kinetisk energi utanfor.
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Figur 1.20: Millikans data for litium. Den retarderande spanningen Uy vid
vilken strommen férsvinner dr plottad mot det infallande ljusets frekvens.
Den réta linjens lutning bestdmmer h/e.

i Chicago bestdmma Uy — w sambandet for natrium och litium och
fann en perfekt rét linje ur vars lutning h/e han kunde bestdimma
Plancks konstant eftersom han sjilv 1910 noggrant hade bestdmt
elementarladdningen e. Millikan kommer fram till en

“astonishing situation that these [ experimental [ facts
were correctly and exactly predicted nine years ago by a
form of quantum theory which has now been pretly ge-
nerally abandoned.”

Man blir nagot férvanad!

1.7 Rontgenstralning uppticks (WC Rontgen
1895)

Flera forskare hade studerat katodstralar under nistan 40 ar under
senare hélften av 1800-talet. Framsteg hade mdjliggjorts av stadigt
forbéattrade evakueringspumpar och tillgédng till allt h6gre spanning-
ar. I en sddan lang utvecklingsprocess ar det inte alltid 1att att iden-
tifiera en person som “upptéckare” eller att avgéra vems insats var
mest virdefull.

Nér en upptickt &r rent tillfillig, nir den som en blixt ur klar
himmel ldmnar upptéckaren lika férvinad som omvérlden, dr det
14tt att identifiera en hindelse. Man kan ange personen, platsen och
dven tidpunkten. S& var fallet nir Wilhelm Conrad Réntgen den 8
november 1895 upptickte sina, som han kallade dem, z-strélar.
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Upphettad ho
katod

Figur 1.21: Ett Rontgenrdr dér en upphettad katod redan vid lagre spin-
ningar emitterar elektroner.

Aven Réntgen studerade katodstralar och denna dag arbetade han
ensam i sitt laboratorium. I elektronréret var gastrycket kring 0,1
Pa och han kunde generera spénningar upp till 100 000 V med
hjalp av en induktionsspole. Hela apparaturen var omsluten av svart

papp.

Av en slump observerar Rontgen fluorescens pa en skirm belagd
med barium platina-cyanid som han brukar anvinda som detektor
och som rakar befinna sig i elektronrérets nirhet. Den svarta pap-
pen kring réret sldpper inte igenom négot ljus, &nda konstaterar
Rontgen att stralningen kommer fran roret. Han upptécker snart
att stralarna forméar tringa igenom inte bara papp utan de fles-
ta material. Den forsta bilden han tar med stralarnas hjilp ar av
makans hand, bade ringen och handens ben ar tydligt synliga. Upp-
tdckten blir en sensation. Medicinare dr snabba att utnyttja stral-
ningen for att underséka kroppens inre. T. o. m. skoaffirer skaffar
en Rontgenapparat for att kontrollera skons passform.

Rontgen fick sa smaningom tilltrdde till kejsar Wilhelm II for att
demonstrera sitt experiment. Efter audiensen avligsnade han sig
som etiketten krivde gaende baklinges. 1901 belénades han med
fysikens forsta Nobelpris.

Man spekulerade linge om Rontgenstralar snarare uppvisade partikel-

eller vagegenskaper. Man observerade snart att Rontgenstralar kun-
de jonisera atomer. Om stralningen nu &r en vagrorelse, hur ar det
mojligt att den energi som vagen overfor till en elektron per tids-
enhet inte dndras dven om elektronens avstand till stralningskéllan
Okas? Man forvintar sig ju att vagens energi skulle spridas ut éver
ett allt storre omrade, dvs att vagens intensitet skulle avta med
avstandet fran killan. Man kunde ténka sig att den mera utspridda
vagen behévde inverka pa en mera avligsen elektron en lingre tid
fér att ge upphov till jonisation, men man fann aldrig nagon for-
dréjning av excitationen. Mycket talade for att se stralningen som

Partikel-vag dualitet

It is like a struggle between a
tiger and a shark, each is
supreme in his own element, but
helpless in that of the other.

JJ Thomson, 1925



On Mondays, Wednesdays and
Fridays, we teach the wave theory
and on Tuesdays, Thursdays and
Saturdays the particle theory.

W Bragg, 1921
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Figur 1.22: Hur ar det mdojligt att den snabbaste elektronen som emitteras
av atomen under inverkan av Rontgenstralningen har (visentligen) samma
fart som den snabbaste elektronen i Rontgenroret som gav upphov till
stralningen? (A Dauvillier)

en strom av korpuskler eller energiknippen. William Bragg, exem-
pelvis, lutade alltmer &t en dualistisk tolkning av experimenten dér
vag- och korpuskelaspekter kompletterade varandra. Rontgenstral-
ningen hade lyft fram en fraga som &ven borde gilla synligt ljus,
vars vagegenskaper sedan linge var experimentellt bekriftade och
allmént accepterade. Kunde dven synligt ljus ibland bete sig som
partiklar? Nu var fragan inte langre korpuskler eller vag, utan hur
kan négot vara bade korpuskel och vig, samtidigt!

For synligt ljus kinde man vil till de interferensmoénster som kan
uppstd om en strale triffar ett gitter. HA Rowland i USA hade vi-
dareutvecklat tekniken att framstilla gitter och klarade av att “rita”
400-800 linjer per millimeter. Eftersom Rontgenstralar inte spreds
av vanliga gitter formodade man att stralningen hade betydligt kor-
tare vaglangd. 1912 foreslog Max Laue vid A Sommerfelds institut
i Miinchen att man skulle kunna anvinda kristaller som gitter for
Rontgenstralar. Da kan vaglingder av samma storleksordning som
atomavstanden i kristaller bestdmmas. W Friedrich och P Knip-
ping, dven de vid samma institution i Miinchen, fotograferade de
forsta interferensmonstren. Rontgenstralar verkade faktiskt vara va-
gor med liknande egenskaper som vanligt ljus. Aven WH Bragg och
hans son WL Bragg studerade interferensmonster men deras huvud-
sakliga intresse skiftade snart fran att undersoka stralningens natur
till att kartlagga uppbyggnad och struktur hos kristallina material.
Vi gor darfor en liten utvikning om kristaller.
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Kristaller

Kristaller kinnetecknas av perfekt periodicitet — “longrange order”.
Atomernas ldgen dr regelbundna och denna ordning strécker sig dver
manga atomavstand. Manga olika material &r kristallina. Ibland
syns detta direkt nir vi t ex hittar en bergkristall i naturen, perio-
diciteten stréicker sig genom hela systemet, vi har en sa kallad enk-
ristall. Ibland bestar materialet av méanga ytterst sma, slumpartat
orienterade sammanfogade kristalliter som i en metall. Kristallina
materials egenskaper uppvisar stora variationer.

Metaller ar

e goda reflektorer av synligt ljus - ogenomskinliga,
e goda elektriska ledare, och

e mekaniskt formbara.
Jonkristaller ar

e transparenta,
o clektriska isolatorer, och

e brukar ha bandgap omkring 8 eV. (Begreppet bandgap for-
klaras i kapitlet Bandstruktur!)

I en jonkristall som t ex NaCl &r jonerna ordnade som i figur 1.24.
Visentligen sfiriska positiva Nat (svarta) och negativa Cl™-joner
halls samman av elektrostatiska (Coulomb) krafter.

Bland kovalent bundna kristaller aterfinns viktiga halvledare, t.ex.
kisel (Si), germanium (Ge) och manga andra som galliumarsenid
(GaAs), InP och andra kombinationer av atomslag ur grupp 3 och
5 i periodiska systemet.

Diamant ar prototypen bland kovalent bundna kristaller. Kisel, ger-
manium, GaAs och méanga andra halvledare kristalliserar i dia-
mantstruktur. Vi behover héar inte narmare ga in pa beskrivningen
av kristallstrukturer eftersom vi framoéver oftast anvinder oss av
enkla endimensionella modeller.

I kisel och germanium &r atomerna bundna av kovalenta krafter,
strukturen dr samma som i diamant. Varje atom &r hir bunden
till 4 ndrmaste grannar. Dessa tre &mnen &r mycket olika, vilket vi
kommer att berdra mer senare

Figur 1.23: Schematisk
kristallstruktur hos en metall.
Notera periodiciteten

Figur 1.24: NaCl kristallstruktur.

Figur 1.25: Kristallstrukturen hos
diamant, kisel och germanium.
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Figur 1.26: Konstruktiv
interferens vid reflektion.

Figur 1.27: Konstruktiv
interferens kriver att
vigskillnaden 2D sin 6 &r ett helt
antal vaglingder (Braggs lag).
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Diamant ar

e transparent,
e héart, och

e en elektrisk isolator (har stort bandgap)
Kisel &r

e ogenomskinligt,

e en halvledare

Braggs lag blev ett vilkdnt och behéndigt samband for att relatera
stralningens vaglangd till avstandet mellan kristallens atomplan i
analysen av Rontgenstralningens interferensmonster.

Braggs lag (1913): 2D sinf = n\

For att forstd Braggs lag utgar vi fran reflektionen i ett atomplan
som i figur 1.26. Vi anger stralens riktning med hjilp av den sa
kallade glansvinkeln 6 (vinkeln mellan stralen och planet). Vég-
skillnaden hos de tvd vagor som uppstar pga spridning i tv& nér-
liggande atomer blir noll, dvs vagorna interfererar konstruktivt, i
en riktning som har samma glansvinkel som den inkommande stra-
len. Stralen reflekteras sasom i en spegel. Men Rontgenstralningen
tranger djupt in i kristallen och endast en brakdel av stralningen
sprids i varje enskilt plan. Vigskillnaden mellan stralar som sprids
i nérliggande plan (se figur 1.27) méste vara ett helt antal vagling-
der, dvs 2D sin 6 = nA for konstruktiv interferens. Vi ser att detta
kraver att vaglingden A maste vara mindre &n 2D, dér ett typiskt
plan- eller atomavstand ligger kring D = 0,2 nm.

Nu hade man ett redskap for att analysera Réntgenstralningen om
man kinde kristallens struktur, eller s& kunde man kartliagga struk-
turen om man kinde stralningens vagliangd. Med sin kristallspektro-
meter (se figur 1.28) lyckades far och son Bragg detektera de forsta
skarpa linjerna i ett Rontgenspektrum och &ven bestdmma deras
vaglangd med hjilp av rimliga antaganden om kristallens uppbygg-
nad. Det var inte helt enkelt att méta stralningens spektralfordel-
ning eftersom denna innehdll smala skarpa toppar man 14tt kunde
missa i ett svep Over vaglangder. Ett typiskt spektrum kunde se
ut som i figur 1.29. Spektrumet bestar av en bred strukturlos bak-
grund och ett antal skarpa toppar. Det visade sig snart att dessa
toppar — deras vaglangd och relativa intensitet — var karakteristiska
for det valda anodmaterialet i Rontgenroret. Bakgrundstralningen
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Kollimator

Kristall

Rontgenror

Jonisations-
kammare

Figur 1.28: Braggs kristallspektrometer. Rontgenstralar vars vaglangd
uppfyller Braggs lag reflekteras in i en gasfylld kammare d&r man genom
att mita gasens jonisation kan bestdmma stralningens intensitet.

Intensitet

Y

—_—

Figur 1.29: Ett typiskt emissionsspektrum uppvisar kontinuerlig broms-
stralning och skarpa, for anodmaterialet karakteristiska toppar.
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Figur 1.30: Nér elektroner skjuts
in i metallen vixelverkar de med
materians laddningar, dvs
accelereras. En accelererad
laddning stralar ut elektro-
magnetiska vagor och tappar
dérmed energi, dvs bromsas.
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Figur 1.31: En inkommande
elektron med kinetisk energi Fy;n
avger (ungefir) hela sin energi till
en foton Aw.
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kunde tolkas som den stralning en elektron emitterar vid sin krafti-
ga inbromsning nér den tringer in i anoden som i figur 1.30. Méark-
ligt var dock att spektrumet hos denna sa kallade bromsstréalning
(bremsstrahlung) s& abrupt forsvann for vaglingder kortare dn en
viss gransvaglangd Anin. W Duane och F Hunt vid Harvard under-
sokte 1915 hur \,;, var relaterad till spanningen 6ver Rontgenroret.
Sambandet de fann var

he

Amm

eU =

Nér elektronen i Rontgenrdret har passerat spénningsfallet U har
den fatt en kinetisk energi Ey;, = eU. I denna omvinda fotoelekt-
riska effekt kan den nu som mest overfora hela sin energi till ett
stralningskvantum

eU:hw:hf:%

och relationen vi kommer ihag fran fotoeffekten
Ejin = hw — ¢ =hf — 6

géller. Jamfort med energin eU som lag pa tiotusentals elektronvolt
ar uttridesarbetet forsumbart. De karakteristiska linjerna kunde
s& smaningom relateras till elektroniska 6vergangar djupt inne i
atomen som figur 1.34 visar schematiskt.

1.8 Atomernas struktur

E Rutherford kom 1895 till Cavendish laboratoriet i Cambridge fran
Nya Zeeland for att studera under JJ Thomson. Dir undersokte han
den av AH Becquerel 1896 upptéckta radioaktiviteten och identifie-
rade de tre stralningstyperna «, 8 och «y. 1908 fick han Nobelpriset i
kemi for sin upptéakt att radioaktivitet innebar en transformation av
ett element till ett annat under emission av stralning. a-stralningen
identifierades som dubbelt positivt laddade heliumatomer (dvs He-
kirnor). Nér han tillsammans med H Geiger och E Marsden lit
stralar av a-partiklar triffa en guldfolie kunde spridningsmonstret
hos - partiklarna endast férklaras av att guldatomerna innehdll
en ytterst liten positivt laddad, massiv “kérna” vars diameter var
ca 100 000 ganger mindre &n atomens. Detta var genombrottet pa
vagen att forstd atomers struktur. Markligt var att Rutherford gjor-
de sin kanske mest betydande upptickt efter att redan ha fatt ett
Nobelpris tidigare!

Men var fanns dé de latta elektronerna? Om elektronerna inte rorde
sig skulle attraktionen fran kirnan obevekligen dra dem inat. Rérde
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de sig kring kidrnan sa skulle de hela tiden accelereras, deras has-
tighet skulle ju stdndigt dndras. Och en accelererad laddning skulle
ju enligt Maxwell alltid utstrala elektromagnetiska vagor. Darmed
skulle elektronerna snabbt forlora sin kinetiska energi och falla in
mot kirnan. Hur man en vred och vinde pa atomen kunde man inte
komma pé nagot stabilt arrangemang for elektronerna.

1911 kommer Niels Bohr till Cambridge. Det tinkta samarbetet
med Thomson ser inte ut att bli lovande men déar mdéter han Rut-
herford och flyttar till hans institution i Manchester och pabdorjar ar-
betet med atomen. 1913 publicerar han sin forsta teori om atomens
struktur. Hans modell omfattar bl a tva postulat. i) Elektronerna
rOr sig pa stationédra banor utan att strila, deras rorelseméngdsmo-
ment dr kvantiserat och kan endast anta heltalsmultipler av h. ii)
Overgangar mellan dessa stationira tillstand ger upphov till stral-
ning vars frekvens bestdms av relationen

c
hf = hX =FE; — E;
dér F; och E; ér energierna hos begynnelse- resp. sluttillstand och
hf fotonenergin. En viktig ledtrad hade Bohr funnit i en formel frén

1884 som en schweizisk matematiklarare J Balmer rent empiriskt
hade stéllt upp for vaglingderna hos viteatomens spektrallinjer.

2
)\:bm (n=2,m>n)
Fyra av dessa linjer hade noggrant uppmaétts av Anders Angstrb'm,
m = 3,4,5 och 6 . Néar Angstrém senare dven bestdmde en femte
spektrallinjes vaglangd stdmde &ven denna med Balmers formel.
1888 hade Janne Rydberg funnit en mera allmén formel som for
vite skrevs

1 1 1

och som tydligare relaterade vagtalet 1/X (eller fotonenergin) till en
differens av tva termer. Bohrs modell ledde till f6ljande ekvation

1 R_,(1 1
X:EZ <n2_mZ> (m>n)

dar

ar Rydbergs konstant och Z kirnans atomnummer eller antalet po-
sitiva kdrnladdningar.



Underskal  Antal
tillstand

1s 2
2s 2
2p 6
3s 2
3p 6
3d 10
4s 2
4p 6
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Natriumatom
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Figur 1.32: Elektroner med negativ energi dr bundna i atomen, med posi-
tiv energi kan de ldmna atomen. Antalet elektroner i de bundna tillstan-
den, de sa kallade skalen, &r begrénsat. Observera den brutna energiska-
lan!

Bohrs modell mottogs med skepsis, man klamrade sig fast vid klas-
siska fysikens invindningar. Men dessa avfirdades bl a av J Jeans
som framholl att allt modellen kravde f6r sitt berédttigande var fram-
gang. Och framgangen kom och med den Nobelpriset 1922. Men det
skulle dréja till 1926 innan E Schrédinger 18ste sin ekvation for vi-
teatomen och den gamla kvantteorin avlostes av den nya.

Vi behéver hir inte folja den vidare utvecklingen av atomers fysik
men bor kidnna till nigra grundliggande fakta om elektronstruk-
turen i atomer. Elektronerna ror sig i den attraktiva potentialen
fran den positiva kirnan, figur 1.32. Vi kanske vet sedan tidigare
att elektronerna sitter i skal, dar antalet tillstand i varje skal &r
begrinsat. Skalen karakteriseras i forsta hand av ett huvudkvanttal

n=123....

Inom varje skal med huvudkvanttal n finns ett eller flera underskal
karakteriserade av ett bankvanttal [, som antar vardena 0,1,...,n—
1 och betecknas med bokstiverna s, p, d, f, g, ... Ett underskal
betecknas nl® dar x ar antalet elektroner.

I de atomer vi betraktar dr underskalen ordnade i energi enligt 1s,
2s, 2p, 3s, 3p, 3d, 4s, 4p, ... (Skalen 3d och 4s har nistan samma
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Figur 1.34: En elektron med hog energi (a) traffar en atom i metallen. Den
slar ut en elektron ur ett inre skal, t ex en 1s-elektron. Det djupt liggande
tomma tillstandet fylls dérefter av en elektron ur ett hogre liggande skal
(b), energin utsénds som en foton.

energi och kan ibland byta plats.)

Elektroniska 6vergangar i Na-atomen (se figur 1.33) resulterar t ex
i natriumlampors karakteristiska gula férg.

Viktigt att notera hér ar att elektronerna kan delas in i tva grup-
per beroende péd deras bindningsenergi. De yttersta, relativt svagt
bundna elektronerna i atomer kallas valenselektroner. Dessa skoter
t ex bindningen mellan atomerna och bestdmmer dven materialets
elektriska och optiska egenskaper. De inre, hart bundna elektroner-
na forblir i dessa sammanhang passiva och dr endast undantagsvis
av intresse nir det giller fasta &mnens egenskaper.

Bohrs formel géllde vite eller viteliknande joner, dvs joniserade
atomer med endast en kvarvarande elektron. Det blev svart att for-
soka tillampa teorin pa atomer med flera elektroner och deras linje-
spektra visade sig vara mera komplicerade och oregelbundna. Men
krafterna pa de innersta elektronerna borde domineras av Coulomb
attraktionen till kdrnan, bindningskrafterna mellan atomer skulle
t ex inte kunna rubba de inre elektronerna ndmnvirt. Efter dis-
kussioner med Bohr genomférde H Moseley i Manchester 1913 sina
systematiska studier av karakteristiska Rontgen-linjespektra.

Nér elektroner med hog energi tréffar anoden i ett Rontgen- ror kan
en elektron ur det innersta skalet (n = 1) i en atom slas ut. Luckan
kan sedan fyllas genom att en elektron med hégre energi i skal m
trillar ner och avger energi i form av en foton:

hf=E(m)— E1) (m>1).

Denna serie av linjer kallas K-serien. Skapas luckan i skalet med n =
2 leder 6vergéngarna till L-serien. Moseley fann att frekvenserna hos

Jonisation Na' 512eV

Energi/ eV
T

/ Na grundtillstand
/ 3s
Figur 1.33: Atoméra Overgangar i
natrium. Overgangen fran 3p till
3s ger natrium atomen den

karakteristiska gula firgen i
emission.

0




Figur 1.35: Overgangar till n = 1
skalet bildar K-serien, 6vergangar
till n = 2 skalet L-serien.
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Rontgen-ljuset som emitterades féljde sambandet
[~ (Z-o0)

dar Z &r atomnumret och ¢ &r en konstant mellan 1 och 2 for
K-serien och ungefér 8 for L-serien. Enligt Bohrs modell lag det
néra till hands att identifiera Z med kirnans laddning och Z — o
med den effektiva laddningen som gav upphov till Coulomb filtet
som elektronerna rorde sig i. Detta filt hirrérde ju inte enbart fran
kdrnan utan dven fran andra elektroner néra kirnan — nér det géllde
t ex K-serien fanns ju den andra ls-elektronen kvar, men antalet
elektroner i enstaka skal kinde man inte till vid denna tid. Moseley
formulerade slutligen sin lag

R 1 1
f‘n“‘”*@#‘mﬂ

Frekvensen uppvisar dirmed en tydlig trend for alla atomer i det
periodiska systemet. Moseley kunde d& enkelt identifiera luckor i
det periodiska systemet och dven pa nagra timmar analysera pro-
ver bestaende av sillsynta jordartsmetaller som kemisterna hade
brottats med i flera ar. Samtidigt bekriftade hans resultat Bohrs
modell dven i mera komplicerade atomer bara man begrédnsade sig
till situationer dér den rimligtvis kunde forvintas gélla.

Moseleys experiment genomférdes inom loppet av nagra ytterst in-
tensiva manader. Han stupade 1915 pa Dardanellerna innan han
kunnat tilldelas ett annars sikert Nobelpris.

1.9 Varmekapacitet

Vid 1800-talets borjan gick meningarna fortfarande isdr om vér-
mens natur. Var det en viktlds gas som kunde genomtringa alla
kroppar eller skulle man se det som en osynlig rorelse hos mate-
rians molekyler? Inte heller begreppet “molekyl” hade man nagon
klarare uppfattning om. Allteftersom ingenjérerna borrade fler ka-
nonrdr och konstruerade fler &ngmaskiner blev denna fraga ytterst
aktuell. Kalorimetern (jfr figur 1.36) och termometern hade redan
utvecklats under 1700-talet och man studerade nu systematiskt vér-
mekapaciteten hos olika former av materia fér att forséka avsldja
virmens egenskaper.

Viarmekapaciteten dr definierad som forhallandet mellan tillford
virme AQ och dndringen i temperatur AT

AQ

C=AT
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Varmemingden dr proportionell mot substansméngden och C' anges
d& t ex med enhet J/(kg - K) eller J/(mol - K). Enligt termodyna-
mikens forsta lag géller

AE = AQ + AW

dar AF &r dndringen av systemets inre energi och AW arbetet
som utrittas pa systemet. Betraktar vi endast volymsarbete s& ar

AW = —pAV
dvs vid en expansion AV > 0 utrittar systemet arbete p& omgiv-

ningen. For virmekapaciteten foljer

AQ AE AV
AT AT AT

Maétningen utférs normalt vid konstant tryck — vilket da bestdmmer
C)p — men i teorin féredrar man att halla volymen konstant, dvs att

C:

+p

studera Cy,. Vi bortser har fran den relativt lilla skillnaden mellan
C)p och Cy i fasta material.

_AQ|  AE

v=13r|,~ AT

|4

1819 rapporterar PL Dulong och AT Petit att virmekapaciteten for
en mol av ett (monoatomért) fast dmne alltid har ungefir samma
virde

Dulong-Petits lag: C' = 3Nk (3k per atom)

oavsett vilket fast material man studerar.N4 dr Avogadros tal som
ger antalet atomer i en mol. Denna empiriska lag lyckas Boltzmann
forklara 1876 med hjélp av likafordelningslagen (Equipartition the-
orem). Vi ska titta lite ndrmare pa hur man kan gé tillviga.

I kristallina material dr atomerna arrangerade i en perfekt perio-
disk struktur. Man kan ténka sig bindningarna som fjadrar mellan
atomerna, som i figur 1.37. Vid uppvarmning 6kar atomernas svang-
ningar kring sina jamviktsligen. (Aven ljud utbreder sig som vagor
av atoméra svingningar genom kristallen.) Vid temperaturer kring
smiltpunkten blir atomernas svingningar s valdsamma att de kan
lémna sina jamviktspositioner for gott.

Lat oss nu betrakta en enkel modell for atoméra vibrationer. Vi an-
tar att alla atomer kan svianga i tre oberoende svangningsriktningar
ldngs med de tre koordinataxlarna. Vi lagger origo i atomens jam-
viktsldge och kan skriva atomens energi som en summa av kinetisk
och potentiell energi

p pz p
_ Yz Py z
€= Wi + Wi + Wi + V(z,y,z)

T

¢

’

CT'\

Figur 1.36: Lavoisier
introducerade iskalorimetern,
figuren visar Bunsens utformning.
Ett kirl a dr omgivet av en sluten
behallare b som innehaller vatten
flytande pa kvicksilver (svart)
som genom ett kapillarror leds till
en skala S. Genom kylning fryses
vattnet som omger kiirl a inom
det streckade omradet. En kropp
med massa m, virmekapacitet C'
och temperatur T' placeras
dérefter i kiirl a och kyls nu till 0
°C av den omgivande behallaren
och avger dérvid energin

CmT = my - L som smélter en
isméngd med massan my och
smaltvirme L = 333 kJ /kg.

Vid sméltning minskar vattnets
volym, volymé&ndringen syns pa
skala S som &r kalibrerad att
ange my . Méatningen bestdmmer
da virmekapaciteten C' som hér
har enheten kJ/(kg - K).



Figur 1.37: Bindningarna mellan
atomerna kan representeras av
fjadrar. Om modellen &r vettig
beror pa vilka egenskaper hos
kristallen man vill studera.
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med till exempel rérelseméangdens komposant i z-led

dx
pz:MU:c:ME

och dér den harmoniska potentialen
K

Viwg:) = 5@+ 5 +2)
har sitt minimum i atomens jamviktslége.
Vi delar upp rérelsen i tre endimensionella svingningar, och far i
z-led med kraften
ov
or
rorelseekvationen

0z

Ansatsen for en harmonisk svingning

F,=— —Kz

T (t) ~ e—iwt

ger oss sviangningens (vinkel-)frekvens

w=1/—.
M
Energin hos den harmoniska oscillatorn kan nu tecknas
2
P M 5 o

+ —w'x

8:5kin‘|_5pot:m 9

For att bestdmma energins termiska medelvirde () utnyttjar vi
Boltzmannfaktorn

e—e/kT ~ P(E)

som &r proportionell mot sannolikheten P(e) att ett system i ter-
misk jAmvikt med sin omgivning med temperaturen 7' har energin .
Medelvirdet 6ver alla tillstand far vi inom klassisk fysik genom att
integrera 6ver systemets sé kallade fasrum, dvs 6ver alla tillgdngliga
lageskoordinater och rorelseméngder

oy e s
[ [ee/kdp,dx

Niamnaren normerar Boltzmannfaktorn till att vara lika med san-
nolikheten

e—&/kT
=P
[T iTapar 1)
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och det termiska medelvardet far vi genom att multiplicera energin €
med sannolikheten P(e) och summera (integrera) dver alla tillstand,

= //E-P(s)dpxdx.

1

P=5T

Med

kan vi skriva integralen pa formen

= ln// 2M+MWQ$2>ﬁdp dz

Med substitutionen

ﬁw:pm\/B och :%::L‘\/B

erhaller vi

(e) ln// zM—&-MwQ:EQ)dﬁ 5i

och slutligen

0, 1 0
<E>: %lng %lnﬂ—kT

eftersom integralen inte ldngre beror av 5 och ddrmed

0 2M+M‘“2$2> A g
—1 =U.
a8 n (//e dp,dz 0

Detta resultat kan generaliseras till

Likafordelningslagen eller ekvipartitionsteoremet, en-
ligt vilken varje kvadratisk term (kvadratisk i koordi-
nater eller rorelseméangdskomponenter) i uttrycket for
energin bidrar till energins termiska medelvirde med

kT/2.

En mol innehéller N4 atomer och varje atom motsvarar 3 endi-
mensionella oscillatorer. Ddrmed blir kristallens energi (fér en mol)

E(T) = 3NAKT

och

Cy = 3N 4k,

Vad hade resultatet blivit om
partikeln varit fri, dvs om
V(z) =07

Svar:kT/2

- Avogadros tal
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Figur 1.38: Lindes apparatur for
att omvandla luft till flytande fas.
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som Dulong-Petits lag angav.

Aven om denna empiriska lag stimde vil med observationerna ha-
de man redan 1840 funnit undantag, framfor allt bland de léttas-
te grunddmnena som beryllium, bor och kol (diamant). Dessutom
blev det allt tydligare att virmekapaciteterna uppvisar ett markbart
temperaturberoende.

Léange hade man varit beroende av kalla vintrar for att méta vir-
mekapaciteten vid ligre temperaturer, men mot slutet av seklet,
1895, lyckades Carl von Linde genom att utnyttja Joule-Thomson-
effekten att verfora luft till flytande fas, ett ofta anvint kylmedel
med kokpunkt kring 80 K. Néstan samtidigt kunde J Dewar bilda
flytande véte med kokpunkt vid 20 K under tryck. Darmed hade sa
laga temperaturer blivit tillgingliga att fasta &mnen kunde underso-
kas fran nastan 0 K till sméaltpunkten. (James Dewar hade forresten
samarbetat med Alfred Nobel kring sprangidmnet ballistit, men se-
nare marknadsfort ett sprangdmne i England under namnet Cordite
med ett endast nigot modifierat recept. Den foljande rittsproces-
sen forlorade Nobel da hans patentanstkan var otydligt skriven.)
Redan 1875 publicerade HF Weber data fér bland annat diamant,
som visas i figur 1.39 och som Einstein jamfor sina resultat med i
sitt arbete om fasta kroppars varmekapacitet 1907.

Einstein utgar ifran att energin hos en oscillator dr kvantiserad, dvs
att dess energinivaer ges av

i motsats till klassisk mekanik dér energin dr en kontinuerlig stor-
het. Han anvidnder hir for mekaniska vagor samma kvantisering
som for elektromagnetiska vagor i fotoelektriska effekten. Vi inklu-
derar hir dven nollpunktsenergin hw/2 for att 6verensstimma med
dagens formalism, dven om denna term introducerades av Planck
forst i hans andra version av teorin 1912. Einstein berdknar sedan
det termiska medelvirdet av en oscillators energi genom att vikta
tillstdndens energi med Boltzmannfaktorn och summera &ver alla
tillstand n. Skillnaden till det klassiska, fallet ovan ar att energierna
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nu ar diskreta och integralen 6vergéar i en summa.

B E:ngn_efaJMF47§:n(n%_%)hw.e—QHé)mdkT
(e) = S e—en/MT S o (3 a/AT

— _g In Zefnhwﬁ eféhwﬁ

n

————
1
1—e—hwB

dér vi utnyttjat den geometriska serien
1
1—=z

Vi far darmed

=l+4+z+22+22+...

_ 9 —hwf Cipep | we ™8 1
<€>—% ln(l—e )—lne 2 —m+§hw
—hwp
och slutligen
hw 1 hw 1
(&)= gog—7 T 3w = gomr —7 + 3w

Detta resultat hade ocksd Planck erhallit for sina oscillatorer i
halrummets viggar men utan att lika klart skilja pa oscillatorns
dynamik (energinivierna) och den statistiska behandlingen (Boltz-
mannfaktorn). S& linge kT < hw giller kommer den forsta termen
att vara mycket liten, oscillatorn forblir i sitt grundtillstand (med
nollpunktsenergi hw/2). Dess energi dndrar sig ytterst lite vid en
uppvirmning, dess bidrag till virmekapaciteten blir da férsumbart.
Oscillatorn kommer “i gang” forst nér kT = hw.

Nu kan ju likaférdelningslagen uppenbarligen inte vara helt fel. Fra-
gan dr bara under vilka omstédndigheter den kan tédnkas gélla. Ef-
tersom avvikelserna fran Dulong-Petits lag dok upp vid ldgre tem-
peraturer betraktar vi fallet dir k7T blir mycket stérre &n ett ener-
gikvantum, dvs hw < kT. D& gar uttrycket ovan faktiskt over i
det klassiska resultatet for en en-dimensionell oscillator, k7. Seri-
eutvecklingen av exponentialfunktionen i nimnaren till andra ord-

ningen ger
hw
(e) = 5 + —hw
h h
M+ )+
1
= + —hw
1 Lh
A+ +-..
1 hw 1
=kT(1—--— —hw = kT
k 2kT>+2hw k



Kom ihag:

=1l—-ax+£...

14z

Nar vi fryser kan det vara skont
att sla pa IR-lampan sa att
denna sétter vara molekyler i
behaglig svingning med
vasentligen samma frekvens som
IR-ljuset. Saknas lampa far vil en
akarbrasa duga.

Kom ihag att

e -14+znarz—0
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For att bestamma den totala termiska energin hos en kristall maste
vi summera de termiska medelvirdena av energin for varje oscillator,
och dessa energier
hw 1
<€> = W + ihw

beror ju pa oscillatorernas frekvens. I var enkla modell har alla ato-
mer samma svingningsfrekvens. I verkligheten vet vi dock att det i
en kristall forekommer svingningar inom ett brett frekvensintervall.
Det finns ljudvagor med laga frekvenser upp till svingningar med
frekvenser som motsvarar IR ljus, dvs frekvenser av storleksord-
ningen 10 s~!. Summationen Gver tillstanden (frekvenser) ir inte
enkelt genomfoérbar — man kiinde inte heller ndrmare till sviingning-
arnas frekvensspektrum vid denna tidpunkt — och Einstein ndjer
sig med att lata alla 3N oscillatorer (N atomer som kan svinga i 3
riktningar) ha samma frekvens wg och far

fle 1

och darmed

2 heos /KT
Cy = (‘3E> :3Nk;<hwE> © .
v kT (ehwE/kT _ 1)

I grénsen for hoga temperaturer hwg < kT reproduceras Dulong-
Petits lag

Cy = 3Nk

Likaférdelningslagen géller foljaktligen bara for tillrickligt héga
temperaturer dir vi kan bortse fran kvanteffekter.

Nér Einstein jamfor sitt resultat med experiment (figur 1.39) &r
Overensstdmmelsen med tanke pa de ingiende approximationerna
mycket god.

Varfor uppvisar dd diamant redan vid rumstemperatur kvanteffek-
ter, dvs avviker fran Dulong-Petits lag? Det maste ju innebira att
hwg < kT inte géller, dvs att svingningsfrekvensen &r ovanligt hog.
Da giller, som vi sag ovan, inte heller likaférdelningslagen.

Ovan hade vi funnit att

K

w=14/—.

M
Kraftkonstanten K borde vara stor i diamant eftersom diamant ar

ett av de hardaste material som finns, och den atoméra massan ar
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Temperatur / K
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Figur 1.39: Einstein jimforde sitt resultat fér virmekapacitetens tempe-
raturberoende med Webers data for diamant fran 1875. Einstein- tem-
peraturen definieras av sambandet kTr = hwg. Hans anpassning ger ett
virde Tg ~ 1300 K. (1 cal = 4,186 J)

bland de liattaste. Dérav den ovanligt hdga atoméra svingningsfre-
kvensen som i sin tur leder till en kraftigt reducerad virmekapacitet
redan vid rumstemperatur. Sa lange den termiska energin inte réc-
ker till att excitera en typisk svingning i diamant, dvs s linge kT
ar mycket mindre dn avstandet mellan de kvantmekaniska energi-
nivaerna, hwg = kTg, forblir svingningen visentligen kvar i sitt
grundtillstdnd och energiéindringen AFE och ddrmed virmetillfor-
seln AQ for en given temperaturtkning AT blir mycket liten.

Einstein har inte ménga data att jimfora med, men passningen till
Webers data for diamant &r god férutom vid de légsta temperatu-
rerna. 1913 inkluderade P Debye svingningarnas frekvensspektrum
i berdkningen och fann att

Cy ~ T3 (Debyes T3-lag)

nér vi ndrmar oss 0 K. Overensstdmmelsen med experiment blev nu
dnnu mer 6vertygande, dven vid de lagsta temperaturerna.

Men Einstein hade redan kommit fram till det i detta lige viktigaste
resultatet ndmligen att Cy gar mot noll nér temperaturen gar mot
noll!

Varken Plancks eller Einsteins arbeten ronte nagot stérre omedel-
bart intresse. Analysen av svartkroppsstralningen med hjélp av ab-
strakta oscillatorer som vixelverkar med stralningen i halrummet
och energikvanta som introduceras mitt i en komplicerad berédkning
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20 ®=10"s"1
fiw=0,0658 eV
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Figur 1.40: For en oscillator visas energins termiska medelvirde () som
funktion av temperaturen. Vid laga T drdjer oscillatorn lénge kvar i sitt
grundtillstand innan den vid hogre temperaturer tar upp termisk energi
och borjar svinga.

begriansade antalet intresserade lasare kraftigt. Vad géllde viarmeka-
paciteterna sa var Dulong-Petits lag vél etablerad och n&gra undan-
tag kunde man mycket vél leva med om man skyllde undantagen péa
komplicerade inre effekter i materian vid ldgre temperaturer. Men
intresset skulle strax viixa néir man boérjade se en 16sning till ett
ként problem inom fysikalisk kemi, ndmligen hur man skulle kunna
bestdmma, olika &mnens entropi. Entropin behévdes nér man ana-
lyserade kemisk jamvikt eller ville veta huruvida en process skulle
kunna ske spontant eller ej. Entropin hade ddrmed &ven stor bety-
delse for den kemiska industrin, ddr man behdvde veta under vilka
omsténdigheter en process 6verhuvudtaget var mojlig.

1905 hade W Nernst formulerat en preliminér version av termody-
namikens tredje lag som numera formuleras pa foljande sétt:

As the temperature tends to absolute zero, the entropy
of a system tends to a universal constant that is inde-
pendent of chemical or physical composition or of other
parameters on which the entropy may depend. The con-
stant can be taken to be zero.

eller i en annan formulering:

If the entropy of every element in its stable state at
= 0 K 1is taken as zero, every substance has a posi-
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tive entropy which at T = 0 K may become zero, and
does become zero for all perfect crystalline substances,
ncluding compounds.

Eftersom entropifdndringen AS vid konstant volym kan skrivas som

_AQ _cvar

AS T T

kan vi bestdmma skillnaden mellan entropierna vid tva olika tem-
peraturer T och T; genom integration

Ty dr
S(Ty) — S(T;) = CV?.
T;
Dérmed féljer att en métning av virmekapaciteten mellan 7" = 0
K och den aktuella temperaturen tillater att bestdmma entropin
enligt

T

Cv
ST:/dT
(T) o T

om S(0K) = 0. Aven om man i praktiken inte kan mita énda ner till
absoluta nollpunkten s kan man anvinda integralformeln genom
att skarva pa ett lampligt teoretiskt uttryck for Cy som géller vid
laga temperaturer.

Men for att denna metod ska kunna fungera, maste integralen kon-
vergera eftersom entropin ska vara dndlig. Detta forutsitter da att

Cy —0 nir T—0K.

Och detta var just vad Einstein férutspadde i sitt arbete!

Nernst, som var en inflytelserik och maktig professor i fysikalisk
kemi och nu ser att Einsteins resultat ar just vad hans tredje lag
och berdkningen av entropin behover, reser 1910 fran Berlin dnda
till Ziirich for att besoka Einstein. Detta bestk tkar Einsteins sta-
tus inom vetenskapen betydligt. Nernst skriver efterat (i engelsk
oversdttning):

At this time, the quantum theory is essentially a
computational rule, one may well say o rule with the
most curious, indeed grotesque, properties. However, ...
it has borne such rich fruits in the hands of Planck and
Einstein that there is now a scientific obligation to take
a stand in its regard and to subject it to experimental
test.
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Studiet av virmekapaciteter och likaférdelningslagen horde till fy-
sikens och fysikaliska kemins standardrepertoar. Nar den klassiska
teorin ifrdgasattes av Einstein, berérde detta manga fler forskare
dn — det mera komplicerade — problemen med svartkroppsstralning-
ens spektralférdelning. Kvantteorin visade sig nu ha en omedelbar
praktisk betydelse som gav de nya idéerna en mycket stérre genom-
slagskraft.

Det hade ju hént forr att relativt okdnda vetenskapsmén hade kom-
mit fram till oviintade och “galna” resultat, som i stillet for att fa
ett entusiastiskt mottagande hade begravts i arkiven. Ett dylikt fall
hade inspirerat Lord Rayleigh att skriva féljande:

The history of this paper suggests that highly specu-
lative investigations, especially by an unknown author,
are best brought before the scientfic world through some
other channel than a scientific society, which natural-
ly hesitates to admit into its printed records matter of
uncertain value. Perhaps one may go further and say
that a young author who believes himself capable of gre-
at things would usually do well to secure the favourable
recognition of the scientific world by work whose scope
18 limited, and whose value is easily judged, before em-
barking on greater flights.

Men Einstein hade nu fatt en maktig bundsférvant. Nernst dr god
vin med den belgiske sodafabrikéren Ernest Solvay och ber ho-
nom sponsra den forsta Solvaykonferensen i oktober 1911 for att
samla alla fysiker av rang inom den nya kvantfysiken. Bland den
illustra deltagarskaran syns &ven Maurice de Broglie som konferen-
sens sekreterare (Maurice hade genomfort uppmérksammade Ront-
genabsorptionsméitningar i atomer.) Han beréttar for sin bror, prins
Louis de Broglie, vad som avhandlats vid moétet. Brodern blir in-
tresserad och vill gdrna deltaga i nista mote. Men detta dr tyvérr
omdjligt, deltagandet &r “by invitation only”. Prins Louis blir stott
men fortsdtter, kanske just darfér med d&nnu storre iver, att fundera
pé kvanta och partikel-vag dualiteten

1923 leder relativistiska berdkningar honom fram till slutsatsen att
om energi dr relaterad till en frekvens enligt Einstein, s& bor rorel-
semangden vara relaterad till en vaglangd enligt

de Broglies relation: p = X

Partikel-vag dualiteten géller inte bara elektromagnetiska vagor ut-
an dven partiklar! Den sista skansen mot den nya tiden hade fal-
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Figur 1.41: Deltagarna i den foérsta Solvay-konferensen 1911

lit. Elektronen, som 26 ar tidigare identifierats som partikel av JJ
Thomson, har dven vagegenskaper!

Det avgorande experiment som pavisade elektroners vagkaraktir
kom 1927. CJ Davisson och LH Germer studerade trioden, ett va-
kuumror, dér elektronstrommen fran katod till anod kunde styras
av en tredje elektrod — ett galler som beroende pa den palagda
spanningen mer eller mindre blockerade elektronernas viag. De var
speciellt intresserade av vad som hénder nér positiva joner eller
elektroner triffar en elektrod. Nér de studerade elektroners reflek-
tion vid metallytor fann de tydliga interferensménster. De arbe-
tade vid ett laboratorium i USA, som senare blev mycket kint som
“Bell Labs”. Trioden de studerade var féregangaren till transistorn
som uppfanns drygt 20 ar senare vid samma labb.

Villkoret for konstruktiv interferens av de vagor som sprids fran
vtan av den Ni en-kristall de studerade lyder

dsin = nA

eftersom dsin ¢ dr vigskillnaden mellan stralarna som spridits i tva
nérmast liggande atomer enligt figur 1.44.

Eftersom elektroner dr laddade partiklar forvintar vi oss att deras
intrdngningsdjup i metaller ar litet. Men nagra atomlager kan de
tranga in och for vissa reflektionsvinklar kan det da finnas lampligt
orienterade atomplan som kan ge upphov till Bragg-refliektion. 1

et

°

-

Figur 1.42: Trioden. Elektroner
emitteras av den upphettade
katoden och accelereras mot
anoden av spanningen U.
Spanningen U, mellan styret och
katoden “styr” elektron-
strommen.

¢ Q

2
d

Figur 1.44: Vagor reflekterade i
ytlagrets atomer interfererar
konstruktivt om deras vigskillnad
ar ett helt antal vagléngder.



46 KAPITEL 1. INLEDNING

LI

Figur 1.43: CJ Davisson och LH Germer (1927) studerade reflektionen av
en elektronstrale i en nickelyta. For vissa vinklar 6kade reflektionen mar-
kant. Detta kunde forklaras genom att, som de Broglie foreslagit, tillskriva
elektronerna vagkaraktir och tolka topparna som interferenstoppar.

dessa fall leder inte bara ytlagret utan dven de inre atomplanen till
konstruktiv interferens och reflexerna blir sarskilt starka, se fig 1.46.

Lat « vara vinkeln mellan ytan och ett atomplan i metallen enligt
figur 1.45. Avstandet mellan planen ges av D = dsina .

Ur Braggs lag 2D sin 6 = n f6ljer med D = dsin«

2dsinasin @ = 2dsin v cos @ = dsin 2o = nA

(dar vi anvant att # = 90° — «) och med 6 = 2« far vi dsinf = nA,

dvs samma villkor som for reflektion enbart fran ytlagret. Starkare

reflexer forvantar vi oss da for reflektionsvinkeln 6 = 2a.

Figur 1.46: Kristallstrukturer var
val kartlagda genom studiet av
rontgen- interferens. Braggs lag
(1913): 2Dsinf = nA D =

Figur 1.45: Om bade ytlagret av atomer och inre atomplan enligt Braggs
lag kan reflektera stralen forvintar vi oss sirskilt starka reflexer.
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Figur 1.47: Elektroners interferensmonster som uppstar nir en elektron-
strale passerar en polykristallin metallfolie. (GP Thomson 1927)

1927 skulle bl a Thomsons son, GP Thomson, experimentellt be-
kréfta vagkaraktdren genom elektroninterferenser som uppstod nér
elektroner passerade tunna polykristallina metallfolier, se figur 1.47.

1927 blev de Broglie personligen inbjuden att delta i det arets
Solvay-konferens. 1929 belénas han med Nobelpriset. Det lag 17 ar
mellan Einsteins ljuskvantum-hypotes och nobelpriset 1921. Under
denna tid avfirdade de flesta hans teori. 1925 publicerade E Schré-
dinger sina grundldggande arbeten och den formella uppbyggnaden
av kvantmekaniken satte igang. Nu hade fysikersamfundet nog bér-
jat vénja sig vid “galenskaperna” och de Broglie fick sitt Nobelpris
inom 5 ar.
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—

: ‘qy\a__.yﬁ konferensen 1927 .

Photographis Banjomin Couprie 28, Avenue Louise, Bruzelles

R.H. FOWLER
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Figur 1.48: Deltagarna i den andra Solvay-konferensen 1927
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Tidtabell

(Aret for Nobelpris inom parenteser)

Statistisk fysik Kristallstruktur

Kvantmekanik Gitterdynamik Elektroner

1860 Maxwell hastighetsfordeln-
ing.
Likafordelningslagen

1898 Dewar: vite i vitskefas

1900 M Planck (1918)
svartkroppsstrilning:  h

1905 A Einstein: Brownsk rorelse

1905 W Nernst (1920)
Termodynamikens tredje lag

1908 J Perrin (1926): Brownsk
rorelse — exp

1911 First Solvay Council
1913 N Bohr: Viteatomen (1922)

1923 LV de Broglie (1929)

1925 W Pauli (1945): Uteslut-
nings-princip

1926 E Schrodinger (1933)

1819 PL Dulong, AT
Petit (DP):  Cy, = 3Nk

1876 L Boltzmann: Likaf-
ordelning forklarar DP

1895 WC Rontgen (1901)

1907 A Einstein
CV —>0 nidr T—>0

1912 M v Laue (1914)

1913 WH Bragg
WL Bragg (1915)

1913 P Debye:

Cy~T nir T—>0

1833 M Faraday: gasurladdningar
1853 Wiedemann-Franz lag
1869 J Hittorf: katodstralar

1894 P Zeeman (1902)

1895 JB Perrin (1926): katodstralar
bér negativ laddning

1897 JJ Thomson (1906):elektron: e/m

1897 KF Braun (1909)

1899 JJ Thomson, CTR Wilson
(1927) dimkammare: e & m

1900 P Drude: elektroner i metaller
som klassisk gas

1905 A Einstein (1921): Fotoel.
effekt

1906 “Audion” trioden, L De Forest

1910 RA Millikan (1923): e (exp)
1915 RA Millikan (1923): h (exp)

1917 RC Tolman, TD Stewart: Elek-
troner 1 metaller

1927 CJ Davisson, LH Germer, GP
Thomson (1937) Elektroninterfer-
ens
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Kapitel 2

Elektronen som partikel

Till en borjan betraktar vi elektronerna ¢ en metall som en klassisk gas. Vi diskuterar ledningsféor-
magan och Ohms lag, ddr kollisioner med kristallens joner antas bromsa motverka elektronernas
acceleration i det elektriska faltet. Elektronerna ror sig da i medel med drifthastigheten. Ett mag-
netfalt vinkelrdtt mot strémrikiningen ger upphov till Halleffekten, med vars hjdlp vi kan avgéra
de rorliga laddningsbdrarnas laddning samt deras koncentration. For vissa metaller ser det ut
som att laddningsbirarna dr positiva. Vi kan rddda situationen genom att tinka oss positiva
“hal”, men vad dr da dessa? Diffusion diskuteras kortfattat, dyker senare upp i pn-évergdingen.
Elektronernas bidrag till varmekapaciteten borde vara storre dn experiment visar, vilket tvingar
oss att ifragasdtta den klassiska beskrivningen. Utgangspunkten i ndsta kapitel blir de Broglies
samband som relaterar rorelsemdngden till vagldngd, dven “partiklar” beskrivs som wvagor, och
detta blir grunden till en kvantmekanisk beskrivning av ledningselektronerna 1 metaller och andra
fasta material.

2.1 Elektroner i metaller som en klassisk gas

Hur gar stromtransport i en ledare till pa mikroskopisk niva? P.
Drude forsokte 1900 (d& man visste att det fanns elektroner i me-
taller) beskriva ledningsférméagan i en metall som transport av ror- @

liga elektroner. Inom Drudes modell kan valenselektronerna (som &r @:/. Q
lsare bundna an elektroner i de inre atomskalen) i en metall acce- X
lereras av ett elektriskt félt. De verkar inte vara bundna till en viss Q IQ

atom utan man kan tidnka sig att de beter sig som fria, negativt lad- <o

dade partiklar som ror sig bland metallens positiva joner som i figur Q Q& Q
2.1. Kristallen i sin helhet dr neutral. Drude betraktade d& elektro-

nerna i en metall som en (ideal) klassisk gas dér alla elektrostatiska

Figur 2.1: Ledningselektronerna
krafter mellan partiklarna férsummas forutom kanske just i sjdlva  14r sig mellan jonerna i en metall.

kollisionsogonblicket nér en elektron krockar med en jon.

Innan vi gar vidare ska vi antyda vad som avses med "klassisk gas".
For elektroner (och andra fermioner) giller inom kvantmekaniken
att de maste lyda Pauliprincipen, som dikterar att varje fermion

o1



Har &r vy, = Vppps = \/W.

U och vy skiljer sig at. I figur
2.2 4r v = 4/(v)%2 =0, medan
Urms Ger ett positivt virde som vi
kan anvinda for att berdkna
gasens medelenergi.

Figur 2.2: Hastigheterna v hos
nagra elektroner i gasen.
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maste besitta sitt eget unika tillstand, definierat av en uppsittning
kvanttal (se kapitel 1). T en kvantmekanisk fermiongas kan elektro-
ner alltsa inte besdtta tillstand dér det redan finns en elektron.
Detta krav sldpper vi helt i en klassisk modell - inget hindrar att
alla elektroner har precis samma energi, eller att denna energi &ar
noll for alla elektroner (E = 0 om T = 0 i uttrycket for kinetisk
energi nedan). Vi antar att elektronerna ar termiskt fordelade utan
hénsyn till vad andra elektroner har f6r energi och att de beskrivs
av Maxwell-Boltzmanns energi- eller hastighetsférdelning. Vi ténker
alltsa pa elektrongasen precis som t.ex. heliumgas.

I termisk jamvikt sdger likafordelningslagen i statistiska mekaniken
(ekvipartitionsteoremet, equipartition of energy, equipartition the-
orem) att varje energiterm som #r kvadratisk i en koordinat eller
rorelseméngd bidrar med kT'/2 till energins termiska medelvirde.
Energins termiska medelvirde blir (for fria elektroner som enbart
har kinetisk energi)

2 2 2
- pe | Py | D: 1 1 1
E=|—*%+—*> = kT + kT + =kT

<2m+2m+2m> 2k +2k +2k

och elektronen har inom denna modell endast kinetisk energi

_ 3 1
dér vy, ar elektronernas fart. I ett avsnitt i slutet av kapitlet finns en
hirledning, eller snarare ett troliggérande, av att varje frihetsgrad
bidrar med £7°/2 till energin. I kapitel 1 finns en mer rigoros variant
som kvalificerar som hérledning, men som baseras pé Boltzmann-

faktorn och &r lite tyngre tekniskt och konceptuellt.

Vi ska nu forstka komma fram till en beskrivning av elektronernas
rorelse under inflytande av ett yttre elektriskt falt. Medelvirdet
av elektronernas hastighet i termisk jamvikt &r v = 0 eftersom de
ror sig slumpartat i alla riktningar som i figur 2.2. Medelvirdet av
elektronernas termiska fart bestdms av temperaturen enligt (2.1)
och vid T'= 300 K &r farten vy, ~ 10° m/s.

Véart forsta mal ar att forsta vilken strém som uppstar nér elektro-
nerna (med laddning ¢ = —e) utsitts for ett elektriskt filt E. Da
ar kraften F

F=q¢E =—-cE

och rérelseekvationen for en elektron blir

d
ma:m—V:F:—eE
dt
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Om det elektriska faltet ar konstant i tiden accelereras elektronerna
(figur 2.3) enligt

v(t) =v(0) — ﬁt

m

Slar vi pa filtet vid t =0, dvs ir E =0 for ¢t < 0, d& ar v(0) = 0.
Elektronernas medelhastighet (motriktad féltet) okar linjart med
tiden, elektronerna blir allt snabbare.

Ohms lag, & andra sidan, sdger att U = RI. Motstandet R och
strommen [ beror pa provets dimensioner. Vi foredrar att betrakta

resistiviteten
RA
ekl 2.2
pP=-7 (2.2)

eller konduktiviteten (ledningsférmagan) o = % som dr material-

parametrar. Ersitter vi sedan spinningen med det elektriska filtet
enligt |E| = & = U/L och strommen med stromtétheten J = /A
antar Ohms lag vektorformen

J=0E. (2.3)

Vi forvintar oss att J ~ v, dvs att stromtétheten ar proportionell
mot medelhastigheten hos elektronerna, och eftersom & ~ F inne-
bér Ohms lag att v ~ F och detta stdmmer ju inte med Newtons
ekvation

dv
ma =F.
Var slutsats maste bli att om ett konstant yttre elektriskt filt E
skall resultera i en konstant stromtithet J (enligt Ohms lag), da
maéste det finnas nigon spridningsmekanism som motverkar accele-
rationen si att vi nar ett stationért tillstind dér elektronerna ror
sig med konstant medelhastighet.

2.2 Driftstrom

Elektronernas framfart maste alltsd begrénsas. Vi ténker da pa
kollisioner eller spridningshéndelser som en mdjlighet. Dessa leder
till en begransning av strommen och yttrar sig makroskopiskt som
elektrisk resistans. Efter varje kollision antar vi att elektronen full-
stdndigt har tappat minnet av tidigare acceleration pa grund av
faltet och méste borja om igen fran noll. Vi kan ocksa uttrycka det
som att elektronens medelhastighet efter kollisionen &r noll. Utan
att for tillfillet ndrmare ga in pa kollisionsprocesserna i detalj utgér

\

\
\
\

\

Figur 2.3: Under inflytande av ett

elektriskt filt accelereras
elektronerna. Deras hastighet

A
x///

I

andras.
U
—_— e E
_
B e E—
L
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Figur 2.4: Antalet elektroner som
overlever tiden 7 utan att spridas.

foooe*t/T . % = foooe’m cdr =1

Om medelvirdet av tiden fram
till nésta kollision &r 7, och
medelvirdet av tiden sedan den
senaste kollisionen dr 7, vad blir
da medeltiden mellan tva
kollisioner?

Svar: T
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vi nu fran att krockar mot jonerna i kristallen kan férekomma. Vi
betecknar sannolikheten for att elektronen sprids genom en kollision
i tidsintervallet dt med dt/7. Parametern 7 kallar vi kollisionstid.

Lat N(t = 0) vara totala antalet elektroner och N (¢) antalet elektro-
ner som &verlever tiden ¢ utan att spridas. Sannolikheten att ingen
spridning sker inom intervallet dt &r 1 — dt/7 och dérmed foljer

N(t+dt) = N(t) (1 - Cf) eller
N(t+dt)y—N@t) d . . N
at ==

N(t) = N(0)e "/

—t/7 gannolikheten att en elektron 6verlever tiden t

Déarmed é&r e
utan spridning (se figur 2.4). Sannolikheten att en saddan elektron

nu sprids inom tidsintervallet dt ar

e_t/T . @

-
Viktar vi tiden ¢ med denna sannolikhet s& kan vi bestidmma me-
deltiden fram till nésta spridning:

B [e.e] dt o0
t= / te VT = 7'/ ye Ydy =1
0 T 0

Medelvardet av tiden sedan den senaste kollisionen ar ocksa 7. Vi
finner d& att elektronerna vid ¢ = 0 1 medel har accelererats av den
yttre kraften under en tid 7 och medelvirdet av deras hastighet vid
t = 0 blir elektronernas drifthastighet

eE

Vg=——T
m

Vi kan ocksa hérleda en rorelseekvation for elektronernas medel-
hastighet under inverkan av en (mdjligtvis tidsberoende) kraft. Om
ingen kollision sker i intervallet dt — med sannolikhet (1 — dt/7) —
behaller elektronerna sin medelhastighet och accelereras ytterligare
av kraften F(t). Om en kollision intréffar — med sannolikhet dt /7 —
forlorar elektronerna sin medelhastighet och startar fran 0 igen. Vi
skriver

mv(t+ dt) = <1 - dt) (m¥(t) + F(t)dt + O(dt)?)

-
dt

+ — (0+F(t)dt + O(dt)?)
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Vi uteldimnar nu alla termer av ordningen (dt)? eller hogre, eftersom
vi tdnker oss att dt — 0, och far

mv(t +dt) —mv(t) mv(t)
dt =F- T

d 1
—+—-|v=F
m(dt+7>v
dv

[ ett stationért tillstand géller 47 = 0 och ddrmed for medelhastig-
heten

eller

_7F eTE
V===
m m

Vd (2.4)
Nu har vi hittat ett uttryck for elektronernas medelhastighet under
paverkan av ett yttre elektriskt filt. Faltet accelererar de laddade
elektronerna, men deras acceleration bromsas av spridning, t.ex.
mot jonerna i kristallen, och resultatet blir en medelhastighet enligt
ovan. Elektronerna ror sig alltsd pa grund av det elektriska filtet
i medel med en konstant hastighet som Ohms lag pastar. Strackan
som elektroner i medel ror sig mellan tva kollisioner kallar vi fria
medelvdglangden:

EIUth'T.

Vilken strom ger elektronernas drift upphov till? Betrakta en area
A vinkelrat mot strommen I. Med elektronernas medelhastighet vy
i motsatt riktning till strommen kan vi teckna stréomtéatheten J som

I AQ  —enAvygAt
A At-A At A

J = —nevy
déar n &r elektronkoncentrationen och @ betecknar laddning. Med
uttrycket for drifthastigheten foljer

ne27

E=0E
m

J=—nevy=

Genom att beteckna den elektriska konduktiviteten o som

(2.5)

har vi aterfatt Ohm’s lag.

Man anvinder ofta begreppet mobilitet eller rérlighet

- //A
-——= Vg
o— |,
T of» <
E O—» I
o>
T 00—
L= v At

Figur 2.5: Alla elektroner inom
volymen A - vAt passerar arean A
inom tidsintervallet At. Darmed
passerar laddningen

AQ = —en(A - vAt) arean A per
tidsenhet At.



Hér antar vi att spridningstiden
ar oberoende av elektrisk
faltstyrka &. Detta dr sant sa
lénge vg < vy, da vi dr néra
termisk jamvikt.
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s att

0 = llene (2.7)

Mobiliteten anger absolutbeloppet av forhallandet mellan drifthas-
tighet och det elektriska féltet. I mobiliteten sammanfattas tva ma-
terialberoende parametrar, m och 7. Vi kommer senare att se att
elektronens massa kan anta olika vdrden i olika halvledare.

Exempel: Beridkna spridningstiden, mobiliteten, termiska hastig-
heten, fria medelvigliangden och drifthastigheten for ledningselektro-
ner i Cu vid 300 K d& en yttre spanning ger upphov till ett elektriskt
falt p4 10 mV/m.

p = 1,72-107% Qm
= 845-10%® m~3

(himtade fran formelsamling) ger tillsammans med o = ne?r/m
att spridningstiden 7 ar

T=244-10"" g

Mobiliteten blir

e = L = 4,32.107% m?/Vs.
m

Fran

moao 3 5 5

5 Vih = ikT fas vy, = 1,17-10° m/s
samt fria medelviglangden som

C=wvy-T7=285-10""m

For den givna filtstyrkan far vi drifthastigheten till vg = p& =
4,3-107° m/s och slutligen fas stromtitheten J som J = —nevy =
5,82-10° A/m?.

En koppartrad med tviirsnittsarea 1 mm? skulle med detta elektris-
ka félt leda en strom pa I = 0,58 A.

Kommentarer: Av alla storheter vi berdknade for koppar ovan &r
endast drifthastigheten och stromtitheten beroende av den elektris-
ka féltstyrkan &. Bada dessa storheten blir ocksé noll dér faltstyrkan
gar mot noll - utan yttre spinning eller elektriskt filt blir det ingen
strom i en koppartrad.
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TI(X) 4

12 12

|
l

1/2 : 1/2
:

v

-0 0 +/

Figur 2.6: Antag att elektronkoncentrationen varierar langs med ett prov.
Av elektronerna som finns en fri medelviiglingd ¢ till hoger eller vénster
om x = 0 ror sig i medel hilften at vinster och hilften at hoger.

2.3 Diffusion (i en dimension)

Koncentrationsgradienter leder till nettofloden av partiklar. I t ex
halvledarkomponenter kan dessa fléden av laddade partiklar ge ett
stort bidrag till strémmarna. Vi diskuterar hir diffusionen av elektro-
ner i ett enkelt endimensionellt fall. Elektronernas fria medelvig-
langd ar

C=wvy -7 (2.8)

dér den termiska hastigheten bestdms av

1 1
im?}?h = §kT

(1/21en dimension!). Vi betraktar flédet av elektroner som passerar
punkten z = 0 i figur 2.6. Provet har tvirsnittsarean A. Elektroner
som kommer fran vinster hade sin sista kollision vid z = —¢ dér
koncentrationen &r n(—¢), hilften av dessa elektroner ror sig at
hoger och flédet blir

ln(—ﬁ) . A’UthAt 1

P = A 3=0) v

dér n(—/¢) - Avy, At pa motsvarande sitt som i figur 2.5 &r det antal
elektroner som passerar x = 0 under tiden At. P4 motsvarande sétt
ar flodet fran hoger

1
F< = §n(+€)vth

och slutligen nettoflodet I ekv. 2.9 anvéinder vi
) p MacLaurin-utveckling;
n
F=F7—F" = -og[n(—4) —n(+0)] = —vy, - 0—  (2.9)
2 [ | dx n(—¢) = n(0) — Zd—n7

dz
och analogt for n(+¥¢).



Vi infor diffusionskonstanten eller
diffusiviteten D, = vy, - ¢

Lagg marke till teckenskillnaden
framfor diffusionstermen i J, och
Jp! Varfor ar det sa?

Téank pa riktningen partiklar
(negativa resp. positiva) ror sig i
for de tva fallen, och pa vilket
hall stromtransporten da sker.
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Vi har d& antagit att n(x) dndras endast svagt 6ver langden £.
Detta flode av elektroner ger en stromtithet pga av diffusion som
ar

dn

= —eF =D, 2.1
J, e eDe—r (2.10)

Diffusionskonstanten D, och mobiliteten u. dr relaterade genom
Einsteins relation

T
D, = Ne%- (2.11)

For att visa relationen utgar vi ifrn sambanden

1 2 _ 1
5Muy, = §k7T

2

b=wvy T

He = 6%
och finner

kT kT
De:’l)th‘fzvgh'r: ET:‘M{E?

I ett och samma prov kan drift och diffusion paga samtidigt. To-
talt blir da stromtitheten for negativa laddningsbéirare i form av
elektroner

d
Je = nep.8 + eDe—n
dx
Som vi senare ska se kan laddningsbérare vara positiva (sa kallade

hal); for dessa blir stromtéitheten analogt

dp

Jp = peupd —eDp,
dx

dér vi betecknar héalkoncentrationen med p.

2.4 Halleffekt

Med en konduktivitetsmétning kan vi inte avgéra om de rorliga
laddningarna i metaller har positiv eller negativ laddning. Ar de
positiva ror de sig i samma riktning som strommen, dr de negativa
ror de sig &t motsatt hall. Later vi ddremot en strom gé genom ett
prov vi placerat i ett magnetfilt enligt figur 2.7 kommer laddning-
arna pa grund av Lorentzkraften F = ¢(E + v x B) att avldnkas at
samma hall (oavsett laddningarnas tecken). Eftersom kraften pga
magnetfiltet Fp = gv x B &r vinkelrdt mot stromriktningen kom-
mer detta att leda till en ansamling av laddningsbérare pa provets



2.4. HALLEFFEKT 59

--------------- b)
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Figur 2.7: a) Ett stromgenomflutet Hallprov placeras i ett magnetfilt. b)
Nettoladdningar uppstar vid ytorna nir elektroner bojs av. ¢) Avbojning-
en av hal resulterar i nettoladdningar med ombytt tecken.

ena sida — och ett motsvarande underskott pé andra sidan — och
laddningens tecken kan bestdmmas. Denna effekt bendmns Hallef-
fekt.

Laddningsbérare som ror sig i ett magnetfalt bdjs av. For negativa
laddningsbérare &r kraften

Fp = —e(v xB) (2.12)

Med riktningar enligt figuren pekar kraften Fp i positiv z-riktning
och ges av Fp = evyB.

Elektronernas avbdjning resulterar i nettoladdningar pa provets
ytor. Dessa leder i sin tur till ett elektriskt filt med styrkan &y =
|Ex1| i positiv z-riktning och dérmed ytterligare en kraft som verkar
pa elektronerna. Nir denna — relativt stromriktningen — transversel-
la kraft blivit s& stor att e€y = Fp (diar Fp = evygB), har systemet
natt steady state. Nettokraften i x-riktningen pa elektronerna &r
da noll och elektronerna rér sig rakt fram genom provet utan att
avlankas ytterligare. Vi har da

ey =evgB  eller &y =v4B (2.13)

Med J = —enwvq foljer

J I
&gy =—B=—B 2.14
= ne Ane ( )



Element —1/Rpne
Na 1,2
K 1,1
Rb 1,0
Cu 1,5
Au 1,5
Be -0,2
Al -0,3

Hallkonstanten for nagra vanliga
metaller. Om var modell géller
borde —1/(Rgne) =1

@ - termisk energi ("heat”)

60 KAPITEL 2. ELEKTRONEN SOM PARTIKEL

dér A dr provets tvirsnittsarea som strommen flyter genom. Genom
att sdtta en voltmeter 6ver provet kan vi méta upp Hallspanningen
Up, som ges av & - b dér b dr provets bredd i z-led. Vi far da

b p_ Ip (2.15)

U = &n - b= Ane hne

dér vi skrivit om A som b - h, dir h ar provets tjocklek i y-led. Ge-
nom att méta Hallspdnningen Uy som funktion av ett varierande
magnetiskt filt B kan man ur riktningskoefficienten beridkna ladd-
ningsbirarkoncentrationen n. Har man vél kalibrerat ett Hall-prov,
dvs tagit reda pa laddningsbéararkoncentrationen, kan man sedan
anvinda det for att enkelt méta magnetfdlt genom att méta span-
ningen 6ver Hallelementet.

I ménga texter introducerar man Hallkonstanten Ry som

EH .z 1
_ 6Ha _ 1 2.16
J.By ne ( )

Ry

Definierad enligt ovan blir Hallkonstanten negativ for negativa ladd-
ningsbérare. For positiva laddningsbérare &r kraften fran magnet-
filtet densamma (samma riktning och storlek) men Hallfdltet byter
riktning och Hallkonstanten blir positiv.

For elektroner 4r Ry < 0, se vidstadende tabell. For positiva ladd-
ningsbéirare, “hal”, vore Ry > 0. Experimentet lutar 4t “elektroner
som laddningsbérare”, men bevisforingen dr bristfillig d4 undantag
ses forekomma i tabellen.

2.5 Virmeledningsformaga

Varierar temperaturen lings med ett prov kommer ett flode av ter-
misk energi

__Q
A-At

Je

fran den heta dnden av provet till den kalla &nden att férsdka utjim-
na temperaturen. Hur kan vi tdnka oss att detta sker? En uppvirm-
ning av kristallen sdtter fart pa atoméira svingningar, svingnings-
vagor utbreder sig i materialet och transporterar termisk energi.
Men &ven elektronerna forvintas rora sig snabbare vid hdgre tem-
peratur, dvs 6ka sin kinetiska energi. Denna f6r de med sig nir de
slumpartat ror sig genom kristallen.

Ett empiriskt samband for metaller var kint p&d Drudes tid under
namnet Wiedemann-Franz lag (1853) som sdger att forhéallandet
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mellan virmeledningsférmagan k och produkten av elektrisk led-
ningsférmaga och temperatur, o - T', r konstant,

" _ konstant
—— — Konstan
ol

Det experimentella sa kallade Lorenz-talet dr
K

— ~2-107% WQ/K2.

ol /

Med Drudes teori — dér vi endast tar med elektronbidraget — far vi
(se appendix i slutet av kompendiet)

i_§(k
oT 2

Den teoretiska forklaring av lagen upplevdes som ett starkt argu-

=)2 =1,11-1078 WQ/K? = konstant
e

ment for Drudes modell — &ven om det sigs att Sverensstammelsen
ursprungligen varit béttre tack vare ett réknefel.

2.6 Viarmekapacitet

Viarmekapacitet beskriver hur mycket medelenergin hos nagot &mne
dndras da dess temperatur dndras

OF
o (3
or )y,
Vid en given temperatur 7" &r en elektrons medelenergi
_ 1 3

enligt ekvipartitionsteorement. Darmed ges elektronernas bidrag till
varmekapaciteten (per volymsenhet) av

OF 3
Cd=n(—=] =n -k 2.17
#=n(5r), =3 240
Atomerna i materialet har en annan medelenergi - de dr inte fria
(de &r bundna till varandra) och har savél kinetisk som potentiell
energi. Vi antar i det foljande att bindningarna mellan atomerna kan
beskrivas som (linjdra) fjddrar, och att atomerna utfor harmoniska
svingningsrorelser runt sitt jamviktsldge. Medelenergin for en sddan
atom med massa M med avseende pa en dimension blir da
2
o Pz M 5o 1 1
E,=—+— = kT + kT = kT
P TR T Ty
dér vi har utnyttjat ekvipartitionsteoremet. Typiskt for harmoniska
oscillatorer &r att de kinetiska och potentiella (medel-)energierna &r

Vi betraktar virmekapaciteten
vid konstant volym, Cy . For
fasta &mnen, till skillnad fran for
gaser, skiljer Cy sig ytterst lite
fran C, (varmekapaciteten vid
konstant tryck).

Figur 2.8: Modell av atoméra
bindningar.
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lika stora. I tre dimensioner blir atomernas bidrag till virmekapa-
citeten Cyy = 3Nk, ddr N ar atomkoncentrationen.

Den totala virmekapaciteten i en metall boér vara summan av bidra-
get fran ledningselektronerna och bidraget fran de bundna atomer-
na. Experiment visar dock klart att den totala virmekapaciteten i
princip blir den fran atomerna och att C"e/l ~ 0! Vi har da fatt ett
mycket stort problem. Det dr ju sjilvklart att partiklar i en ideal
gas ror sig snabbare nir temperaturen stiger och att elektrongasens
medelenergi alltsé har 6kat med temperaturen (likaférdelningslagen
dr mycket bestdmd pa den punkten). Men elektronerna verkar inte
bry sig, vilket vi far aterkomma till.

S&, Drudes modell dr framgangsrik (den forekommer i alla liro-
bocker) och ger oss t.ex. Ohms lag om vi antar spridning i nagon
form, men det finns ett antal allvarliga problem som kvarstar i den
klassiska beskrivningen:

Virmekapacitet: klassisk teori ger att ledningselektronernas bi-
drag borde vara C"e/l = %kzn, men experimentellt finner man att
C‘e} ~ 0 och dérmed att virmekapaciteten for fasta &mnen ges nés-
tan helt av bidraget fran de atoméira vibrationerna.

Hur och varfér beror resistiviteten pa temperatur? Expe-
rimentellt finner man fér metaller vid "rimliga” temperaturer att
p(T) ~ T. Kan vi forsta det pa nagot sitt? Vi har sambanden

~

p= L C=wy -7

T

Om vi antar att spridningen som ledningselektronerna upplever hé-
ror fran kollisioner med atomerna borde fria medelviglingden vara
av storleksordningen avstandet mellan atomer, alltsd £ ~ konstant,
da foljer 7 = ﬁ ~ ﬁ och diarmed att p ~ vy, ~ VT ! Resone-
manget ger oss alltsa inte det temperaturberoende experiment visar,
och vi kan dra slutsatsen att det finns nagot i vara antaganden som

inte stdmmer eller som &r ofullstdndigt.

Halleffekt: Méatningar av Halleffekten kan indikera positiva ladd-
ningsbérare - vad skulle dessa kunna vara? I sméltor kan de positiva
jonerna rora sig men i en fast metall?
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2.7 Var kommer E,;, = %kT ifran?

Det dr inte sa svart att troliggéra att den kinetiska energin for
en partikel vars energi bestdms av omgivande temperatur i medel
ar % per rumsdimension. Det som foljer hér (baserat pa boken
An Introduction to Thermal Physics av Daniel Schroeder) ar dock
ingen hérledning fran grundlaggande principer utan forutsitter att
ideala gaslagen &r sann.

Betrakta en instdngd molekyl som studsar mot en vigg i en lada.
Né&r molekylen studsar mot viggen byter den riktning, och om dess
hastighet i z-led fore kollisionen med viggen var v, ar den nu efter
kollisionen —wv,. Andringen i hastighet blir alltsd Av, = (—vy) —
(vg) = —2v,.

Nér molekylen traffar viggen utovar den en kraft pa viggen (viggen
utoévar en lika stor kraft pa molekylen, det &r den kraften som or-
sakar molekylens rorelsemangdsforandring). Trycket pa viaggen blir

_ Iy pa viiggen o —F, pa molekylen . m Av,
! A A A At

déar AA”; ar den genomsnittliga hastighetsdndringen fér molekylen

om vi betraktar den under en lang tid At. Vidare har vi utnytt-

jat att kraft ges av massa multiplicerat med hastighetsindring per
tidsenhet (Av/At).

Genom att lata At motsvara den tid den tar for molekylen att ga
fran vinstra viggen till hogra (den vi betraktar) och tillbaka, dvs
At = 2L /v,, far vi med exakt en kollision under tidsintervallet At.
Vi har redan rédknat ut &ndringen i hastighet vid en kollision och
trycket pa vidggen blir nu

mv2

m(—2v;)  mu? e

r _

T A2Ljv, ALV

Om det finns ett stort antal N molekyler i gasen blir trycket

mv2

p= N7x eller  pV = Nmuw?
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Om vi nu tror pa ideala gaslagen pV = NKT kan vi identifiera att

xT

2 2

> kT
mv2 = kT  eller e = 2

Kinetiska energin f6r en molekyl som ror sig inte bara i z-led utan
dven i y— och z-led blir d&

2
Byin = — 5+ —" + Zz%kT

Att visa att andra frihetsgrader som t.ex potentiell energi i en har-
monisk oscillator ocksa bidrar med % ar lite svarare - se diskus-
sionen i kompendiet i avsnitt 1.9 (kapitel 1). Déar berdknas vénte-
virdet av energin fér en en-dimensionell harmonisk oscillator. Vid
héga temperaturer gar medelenergin mot gransvéirdet k7". Om oscil-
latorns totala energi kan skrivas som < Ej;, > + < Epe > kan vi

dra slutsatsen att < Epy >= ]%T eftersom vi vet att < Ey;, >= ’%T



Kapitel 3

Elektronen som vag

Vagornas entré inleds med elektroners interferensfenomen, och vi skiljer pa stiende och fortskri-
dande vigor. Partiklar forvintas vara lokaliserbara, varfor vi infor vagpaket och skiljer mellan
fas- och grupphastighet. Lokalisering av en partikel innebdr att vi inte kan specificera vagvektorn
exakt, rorelsemdangd och ldge hinger samman i en osdkerhetsrelation.

3.1 Dayvisson-Germer interferensexperiment

Det avgorande experiment som pévisade elektroners vagkaraktar
kom 1927. CJ Davisson och LH Germer studerade trioden, ett va- TN
kuumrdér, dér elektronstrommen frén katod till anod kunde styras —

av en tredje elektrod — ett galler som beroende pa den palagda
spanningen mer eller mindre blockerade elektronernas viag. De var

speciellt intresserade av vad som hénder nér positiva joner eller —---" = U
elektroner triffar en elektrod. Nir de studerade elektroners reflek-  Us
tion vid metallytor fann de tydliga interferensménster. De arbe- e T

°

tade vid ett laboratorium i USA, som senare blev mycket kint som
“Bell Labs”. Trioden de studerade var foéregangaren till transistorn %
som uppfanns drygt 20 ar senare vid samma labb.

Davisson och Germer kunde analysera sina data nir de vil fatt lasa  Figur 3.1: Trioden. Elektroner
emitteras av den upphettade

katoden och accelereras mot
anoden av spanningen U.
Spanningen Ug mellan styret och

de Broglies arbeten och dverensstdmmelsen mellan experiment och
teori var mycket god. Elektronernas accelerationsspidnning bestim-
de deras kinetiska energi och darmed kunde vaglangden berdknas

med hjalp av de Broglies relation katoden “styr” elektron-
h strommen.
b= X
2 2
m P h
Biin = 20? = 2

2" T 2m  2mA?
Kristallstrukturen hade tidigare kartlagts med hjilp av réntgeninterferens-
experiment.
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Erwin with his psi can do
calculations quite a few,

but one thing has not been seen:
Just what does psi really mean?

W (x, t)|2

T T
X
a b

Figur 3.2: Sannolikheten att hitta
elektronen i intervallet (a,b) ges
av den graa ytan under
sannolikhetstéthetsfunktionen.

W (x, t)]2

|

Xo

Figur 3.3: Vagfunktionen som
beskriver en elektron direkt efter
en méitning dar den hade hittats
nara xg.

66 KAPITEL 3. ELEKTRONEN SOM VAG

Samma ar observerade &ven GP Thomson tydliga interferensmons-
ter néir elektronstralar passerade tunna metallfolier.

3.2 Schrodingerekvationen

1926 publicerade Erwin Schrédinger, en 6sterrikisk teoretisk fysiker
som var professor i Ziirich vid denna tidpunkt, sina banbrytande ar-
beten under titeln “Kvantisering som ett egenvirdesproblem”. Eins-
tein hade uppméirksammat betydelsen av de Broglies avhandling
och ndr han med sin vetenskapliga auktoritet stodde de Broglies
idéer, inspirerades Schrodinger att utveckla sin vagmekaniska teori.
Denna teori var besldktad med den klassiska vaglaran och darmed
mera lattillgdnglig &n Heisenbergs mer abstrakta samtida matrisme-
kanik. Schriodingers teori kunde dven enkelt appliceras pa handfasta
problem och dédrmed jimforas med experiment vilket 6kade teorins
genomslagskraft.

Den tidsberoende Schrédingerekvationen har formen

2
m%‘f = —;—mVQIII(r,t) + V(r)¥(r,t)

Partikeln tilldelas hir de av de Broglie férutsagda vagegenskaper-
na genom vagfunktionen W(r,t). Kan vi bestimma vagfunktionen
for en elektron i ett visst system sa innehéller denna funktion all
information vi har om partikeln. Den talar inte om for oss exakt var
partikeln befinner sig, utan bestdmmer endast sannolikheten att vid

en mitning hitta partikeln inom intervallet (z,x + dz) genom
U (x,t)|2de = O* (z,t)V(z,t)dx

(for enkelhets skull betraktar vi ofta bara en dimension) eller s&
galler for ett dndligt intervall (a,b) som i figur 3.2

b
/ 0 (2,8) 2

vilket ger sannolikheten att hitta partikeln mellan a och b.

Partikelns lage &r inte langre entydigt bestdmt som i klassisk me-
kanik. Innan vi méter laget kan partikeln vara var som helst dir
vagfunktionen inte dr noll. Ger en méitning resultatet att partikeln
ligger i (en liten omgivning) av xo d& vet vi det efter métningen och
vagfunktionen maste aterspegla detta resultat, dvs den maste efter
métningen ha en skarp topp kring xg och forsvinna for évrigt. Man
siger att vagfunktionen efter métningen har kollapsat, métningen
har alltsa drastiskt foréindrat vagfunktionen till att se ut ungefar
som i figur 3.3.
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Eftersom en partikel sikert finns ndgonstans maste dess vagfunktion
kunna normeras s& att

o0
/ 0 (,t) 2 = 1
—00
Giller normeringen f6r en 16sning till Schrodingerekvationen vid en
viss tidpunkt sd kan man visa att den dven géller i all framtid.

Beskrivs en partikel av vagfunktionen W(z,t), som vi normalt for-
utsdtter vara normerad, sa kan vi berdkna vdntevdrdet av dess lage
enligt

(x) = /Oo U*(z,t)x ¥ (z,t)dx,

—00

dér vi har viktat laget x med sannolikhetstitheten
U (2, ) W (at) = [ (,) .

Detta vintevirde ger oss medelvirdet av resultaten fran méanga
matningar pa en ensemble — en stor mingd — av identiska system
déar partikeln i varje enskilt system beskrivs av samma vagfunk-
tion W(x,t) . Eftersom en méatning férdndrar partikelns vagfunktion
ger en andra, omedelbart efterféljande métning pa samma system
samma resultat som den férsta métningen.

Vi kallar x for ldgesoperatorn, den talar om for oss vad vi ska gora
med den (till hoger) f6ljande vagfunktionen som t ex i véntevirdet
ovan. Lagesoperatorn innebér alltsa att vi helt enkelt multiplicerar
vagfunktionen med z. Aven operatorn som motsvarar potentiella
energin, V(z), dr multiplikativ.

Rérelsemdngdsoperatorn daremot ar inte multiplikativ utan definie-
ras som

0

= —ih—

P Ox
som ber oss derivera vagfunktionen (till hoger) med avseende pa
x och sedan multiplicera med (—i)h. Rorelseméngdens vintevirde

blir

(p) = /oo U (z,t) <—7;h88w> U (z,t)dx

—00

Partikelns kinetiska energi som enligt klassisk mekanik ges av

2
m p
Ein = §U2 = %

motsvaras nu av operatorn

3-dim: [ |¥(rt)Pd®r =1

3-dim:
(r) = [O*(r,t)r¥(r,t)d®r

3-dim: p = —ihV

3-dim:
(p) = [U*(r,t) (—ihV) U(r,t)d°r

3-dim: —%VQ dér,

2_ 9%, 9 | 9
v _8x2+8y2+6z2'



3-dim: H= —2-V 4 V(r)
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h? 92
C2m 022

dar vi ersatt p med rorelseméngdsoperatorn p.
Partikelns totala energi motsvaras d& av operatorn

hZ 92
" 2m 022

V(x)
som kallas Hamiltonoperator.

Dérmed kan vi skriva Schrédingerekvationen pa formen

0 < n? 9?

iha\If(:L‘,t) =\ "9, 9.2 + V(z)) U(z,t) =HY(z,t)

eller i tre dimensioner

2
ih%ql(r,t) = (—2hmv2 + V(r)> U(r,t) = HY(r,t)

3.3 Stationara losningar

For att hitta 16sningar till Schrodingerekvationen startar vi med
féljande ansats som separerar variablerna r och ¢:

Efter inséttning i Schrodingerekvationen erhaller vi

2
ino(e) - T — gy, (—QZLW n v<r>) o(r)

och efter division med W(r,t)

0 (~EV 4 V@) élr)
O o(r)

Hér beror funktionen till véinster om likhetstecknet enbart av tiden ¢
och funktionen till h6ger om likhetstecknet enbart av laget r. Likhet
kan endast gélla om bagge funktioner ar lika med en konstant, som
vi héar kallar E. Vi erhaller tva ekvationer, dels

df (t) _iBt

W= = Bf(t) f(H) =T

och dels den tidsoberoende Schridingerekvationen

h2
" 2m

Holw) = (~ o9+ V() ) ofr) = Botr)
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vars losningar ger de stationdra tillstanden hos partikeln.

Ur ekvationen

Ho(r) = E¢(r)
kan vi bestdmma bade egenvirdena E och egenfunktionerna ¢(r) till
hamiltonoperatorn H, dvs 16sningen av den tidsoberoende Schro-
dingerekvationen motsvarar 18sningen av ett egenvirdesproblem.

Den fulla 16sningen ges av produkten
W(r,t) = g(r)e it = g(r)e !
dér vi identifierar (vinkel-)frekvensen w = %

De stationéra tillstdnden, som &r oerhort viktiga inom kvantmeka-
niken, har den egenskapen att

[T t)]* = [(r)]”

dvs sannolikhetstitheten #r oberoende av tiden. Aven alla vinte-
viarden ar tidsoberoende.

I ett stationédrt tillstdnd &r hamiltonoperatorns vantevirde lika med
egenvirdet F

H) = /Wr,) r—/¢ JHO(r
- r [

dar vi aterigen antagit att vagfunktionen &r normerad.
Standardavvikelsen
(H2) — (H)* =0

som &r ett matt pa spridningen i de energivirden som métningar
av energin kan ge, forsvinner fér stationéra tillstand eftersom

H2$(r) = HEG(r) = EHo(r) = E*§(r)

Déarmed har totala energin alltid ett visst vélbestdmt virde i ett
stationdrt tillstand.

Har vi tva 16sningar till Schrodingerekvationen, Wy (r,t) och Wy(r,t),
s &r en linjarkombination med (komplexa) koefficienter ¢; och ¢

C1 \Ifl (I‘ﬂf) + 02\112 (I‘,t)

ocksd en 16sning. Man kan visa att den allminna l6sningen till
Schrodingerekvationen, som ju &r linjdr i W(r,t), kan skrivas som
en linjairkombination (superposition) av stationéra, separabla till-
stand med (komplexa) koefficienter ¢;,:

[e.e]

\I’(I‘,t) = Z cngbn(r)e_i%t

n=1
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3.4 Fria elektroner

For en fri elektron &r V(r) = 0 overallt och den tidsoberoende
Schrédingerekvationen blir

2
Ho(r) = — 0 92(x) = Bo(x)
eller
0? 0? 0? 2mE
<axz+ayz+azz>¢=‘n2¢'

Vi separerar variablerna med ansatsen

Efter inséttning och division med ansatsen far vi

i02X+l82Y+l82Z _ 2mE
X022 Yoy Z9:2) Rp?

en ekvation vi ocksa kan skriva pa formen

10°X  2mE 10*%Y 10°Z
X 0z2  pK? Y 0y2 7 022

Till vanster om likhetstecknet har vi en funktion av z, pa hogra

sidan en funktion av y och z. Likheten kraver d& att funktionen till

vanster om likhetstecknet maste vara konstant, dvs

1 92X 2mE,

X 022 K2
och med analoga argument f6ljer
10%Y 2mE, 10*Z 2mE,
= = — samt — = —
Y 0y? K2 Z 072 K2

Konstanterna FE; (i = x,y,z) uppfyller sambandet
E,+E,+E.=FE
Vi har da tre ekvationer av precis samma form:

B fi 0?X (z)
2m  Ox?

Detta dr den tidsoberoende Schrédinger-ekvationen for en fri elektron

= E, X (x).

i en dimension. Vi tittar nu lite ndrmare pa detta en-dimensionella
fall. Losningarna — eller egenfunktionerna till hamiltonoperatorn
som motsvarar elektronens kinetiska energi — ar

X (x) ~sinkzz och X(z) ~ cosk,x
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och energins egenvarde blir

h2k2
o2m

E, =

De fulla 16sningarna inkluderande tidsberoendet blir

. _;Ex . -
Uy (2,t) ~sinkyz-e " r b =sink,z-e ™=t och
_;Ex o
Uy (z,t) ~ coskyr-e v h b = coskyx - e~ Wet
)

Dessa losningar beskriver, som vi nu ska se, stdende vagor. Plottar
vitex

Re(¥;) = Re(sin kyx - ety = sin kyx - coswyt

ser vi i figur 3.4 att vagens noder, som bestdms av funktionens
nollstéllen, dvs av sin k,x = 0, ligger still, vi har ingen rorelse av
vagen i z-led. Samma sak giller for

Re(Uy) = Re(cos kyx - e ™=') = cos ky - coswyt

For att kunna beskriva transportfenomen vill vi gédrna beskriva
elektroner som vagor som forflyttar sig och foredrar darfor l16sningar
pa formen

X (z) ~e*=®  och X(z)~e *®  (k, >0).
Energins egenvirde ar fortfarande

21.2
g, _ K

2m

och de fulla tidsberoende losningarna &r
‘I’l(ﬂf,t) ~ ei(kzz—%t) _ ei(km:p—wmt)

och

\I’Q(l’,t) ~ ei(—kxar—%t) _ ei(*kzx*wzt)

Dessa 16sningar beskriver nu fortskridande vdgor. Vi plottar realde-
len i figur 3.5

Re(U;) = Re(ekam=wt)) = cos (kpa — wyt)
och betraktar en punkt med konstant fas, t ex ett maximum,
ksx — w,t = konst.

Vi deriverar med avseende pé tiden och far

dx
ky— —w; = 0.
ar

Re W,(x,t) = coskx - coswt

Figur 3.4: Vagens realdel vid
t = 0 (heldragen linje) och vid en
senare tid (streckad).

=V

Re W,(x, 1) = cos(—kx—wt)

Figur 3.5: Vagens realdel vid
t = 0 (heldragen linje) och vid en
senare tid (streckad).
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Den valda punkten ror sig alltsd med den sa kallade fashastigheten

dr  wg
Up —.

Atk

Vagen Uy ror sig i positiv z-riktning medan den andra vagen i figur
3.5, Uy, ror sig i negativ x-riktning.

Losningen till den tidsoberoende Schrédingerekvationen i tre di-
mensioner far enligt var ansats produktform

\IJ(I') ~ eikzxeikyyeikzz — ei(kzx+kyy+kzz) _ 6ik-r

dér vi nu later k; anta bade positiva och negativa varden.

Den fulla tidsberoende l6sningen blir

U (r.t) ~ i(k-r—wt) _ =
(r7 ) € w h

dar k dr vdagvektorn. I en dimension kallas k vdgtalet.

Vi véljer ett koordinatsystem dar x-axeln ligger i k-vektorns rikt-
ning, k-r = k, - x = kx dar k = |k| , och kan skriva vagen som

ei(k:x—wt) .

Denna vag ror sig enligt diskussionen ovan i positiv x-riktning.
Vagfunktionen

e*® = coskx + isin kz

ar periodisk med vaglangden A,

ezkz _ el(kw—l—)\) )

Detta medfér att e?** = 1 eller kA = 2. Dérmed foljer

_27r

k
A

Véagfunktionen &r, som vi sg, oberoende av y och z i vart speci-
ella koordinatsystem, dvs den &r konstant i plan som ar vinkelrita
mot k-vektorn. En uppsédttning plan med inboérdes avstand A och
vinkelrdta mot k-vektorn ger vagens wvdgfronter. Vara vagor, vars
vagfronter ar plan, kallas plana vdagor.

Vagfunktionen beskriver en elektron med en viss vaglingd A och
ddrmed med en vildefinierad rérelseméngd enligt de Broglies rela-
tion

h  h2m

p=~=

N o a Tk



erna,
wdraterna som
ar vag-
konstant
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eller i tre dimensioner p = hk
Rorelsemingdsoperatorn var definierad som
p = —ihV

och ger for en plan vag ¢ = e'K*

po = —ihVe™ T = hko

Egenvirdet till operatorn p ar Ak i 6verensstammelse med de Brog-
lies relation. Den plana vagen ar samtidigt egenfunktion till ha-
miltonoperatorn och till rérelseméngdsoperatorn, bade energi och
rorelseméngd har skarpa virden.

Men det kvarstar tva allvarliga problem. For det férsta gavs vagens
fashastighet av

w
Up = E
dar vi med w = % och F = h;ff far
hk?
w=— och darmed
2m
B hk P
Vp = = —
2m 2m

vilket just &r hélften av en klassisk partikelns fart, £!

For det andra, var befinner sig elektronen? Vi har
[W(r )2 = [6(r)]? = konst.

Sannolikhetstéitheten dr oberoende av ldget, vi skulle kunna hitta
elektronen precis var som helst. Och vad virre dr, vi kan dirmed
inte normera vigfunktionen!

3.5 Vagpaket

For att kunna beskriva transportexperiment déar elektronen startar
pa ett stélle och ror sig mot ett annat behéver vi kunna lokalise-
ra elektronen, vagfunktionens utstrickning maste begrénsas. Sjdlva
begreppet vag kréver visserligen alltid en viss utstréckning i rum-
met, ndgot punktformat objekt dr inte att tinka pa, men utstrick-
ningen kan goras liten. Detta paminner oss om en analog situation
inom elldran. Vill vi t ex &verfora information racker det inte att
tdnda en lampa, vi méste dven blinka, dvs skicka t ex en serie vag-
paket som i Morsekod. Vi tanker oss da korta pulser dér vaglangd
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-80 -60 -40 - 80

Figur 3.8: Svéivningar uppstar nir tva vagor med nagot olika vaglingd
superponeras.

och frekvens &r atminstone ungefér givna. Lyser ficklampan rott,
behaller dven kortare pulser sin réda férg.

For var elektron kan vi astadkomma denna lokalisering genom att
beskriva elektronen med ett vdgpaket som byggs upp av en super-
position av plana vagor.

Vi kan inledningsvis nédrma oss begreppet vigpaket genom att be-
trakta ett ytterst enkelt fall. Vi adderar (superponerar) tva plana
vagor med ndstan samma frekvens och vagtal:

\Ijl(fﬁ,t) = CGi(k‘xfwt)
Uy (z,t) = cet{k+ok}z—{wtdw}t)

och far

U= U, 4+ Uy = ceilbr—wt) {1 1 ei(ék-x—éw.t)}

B

Vi ser att faktorn B med 0 < |B| < 2 modulerar den plana vagen
sa att vi far svduningar (se figur 3.8).

Sannolikhetstétheten varierar i rummet (men elektronen &r fort-
farande inte lokaliserad). For en punkt med konstant virde pa B
galler

0k - x — dw -t = konst.

Tidsderivatan ger

dx

Figur 3.7: Elek
ett vagpaket.
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och darmed foljer punktens fart

dr odw

Y= T ok

dvs modulationen ror sig med grupphastigheten

19
Vg = % som héar blir
hk P
% T m

vilket just &r en klassisk partikels fart. Vi &r pa ritt vig!
Vi hade ovan att

h2k2
w:% samt E:%.

vilket tillater oss att uttrycka grupphastigheten som
_dw  1dE

Y75k T hdk

Men med dessa tva vagor har vi &nnu inte lyckats lokalisera elektro-
nen. Vi behover superponera manga vagor for att de genom de-
struktiv interferens ska kunna leda till utslickning utanfor ett visst
relativt begransat omrade. Vi bildar da ett allmént vagpaket genom
att superponera plana vagor viktade med koefficienter a(k)

U(z,t) = / a(k)e k=t gy,

dér a(k) &r en kontinuerlig funktion centrerad kring ett visst vagtal
ko . Vi vill ju att elektronen dnda ungefir ska ha en viss rorelse-
méngd, p = hkg. Till varje vagtal k i utvecklingen hér en frekvens
w enligt

hik?
w=_—.
2m
Vi véljer nu en ytterst enkel funktion a(k) som #r konstant
(a(k) = 1) inom ett litet intervall Ak kring ko, se figur 3.9. Darmed

blir integralen enkel att utfora,

ko+% )
U(z,t) = / a(k)eFr=wt) g
ko— 4k

Vi betraktar forst vagpaketet vid tiden ¢t = 0:

kot
U(z,0) :/ etk dk;
k

Ak
(U

. Ak

1,0 - |
0 T H
2

0 1

k

Figur 3.9: Funktionen a(k) anger
koefficienterna i vagpaketets
utveckling i plana vagor.
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eller om vi infor variabeln s = k — kg

Ak

, 5
U(z,0) = e’kom/ e**ds
_ Ak
2
Bk, Ak L2 sin(Mx)
_ ikoze' 2 T—e 2% _ ikow 2
U(xz,0) eRTEE g = e ——

Kom ihag '™ = cosa + isin o,

2
sing =x — L4+ ... ik

6 v = "% . Ak
och darmed (z.0)=e

Si%%l nar x — 0.

sin (%Ak: . :1:)
%Ak T

Denna vagfunktion later sig nu normeras eftersom |¥(x,0)|? avtar
tillrackligt snabbt ndr x — foo0,

= < sin? (LAK
/ \xp(x,o)Fdx_/ S GARD) o A

2
oo oo x

dér vi utnyttjat formeln

/OO sin? bx oo )
0 1'2 o 2

som vi hittar i tillforlitliga matematiska tabeller.

Vi skriver d& slutligen den normerade vagfunktionen

: in (3Ak - .
\I}(m’o) — elkol' . % . Slnl(z—x) — elkox . A(x)
2 Ak -

dér vi introducerat envelopfunktionen A(z).

Detta normerade vagpaket ar plottat i figur 3.10 a) som visar att
elektronen nu ar hyfsat lokaliserad. Envelop-funktionen A(z) som
modulerar vagens amplitud dr plottad i figur 3.10 b) och sannolik-
hetstatheten,

U (2,0)* = A%(z)
i figur 3.10 ¢).

Om vi definierar vagpaketets vidd, som dr ett matt pa “osdkerheten”
ilaget z, lite godtyckligt som avstandet mellan punkterna bestdmda
av (se figur 3.10)

Ak - x s

— 4+
2 2

foljer

Ak - Ax = 2.



3.5. VAGPAKET 77

0.2 {Re ¥(x,0) a)
NN ANANAR A /\/\{\MMMMM“M{\M AN ANAD
O VA'AAY VVVVVVV VUUUUU UUUUV VVVVVV AAA'A'AS
0.2 - l
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
X
0,2 1 A(X) PN b) ]
0
0,2 T
? T T T T T T T T T
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
X
T T T T T T T T T
0.04 4 1(x,0)=A%(x) )
0,02 A
Ax
0 T 1 T T T T T 1 T

-100 -80 -60 -40 -20 O 20 40 60 80 100

Figur 3.10: a) Véagfunktion, b) envelopfunktion och c) sannolikhetstéithe-
ten hos vart normerade vagpaket.



I Heisenbergs osékerhetsrelation
dr osédkerheterna definierade av
matvirdenas standardavvikelser.

a
Ak
1,0 —
0 | , , .
0 1 2 k

Figur 3.11: Vi 6kar intervallet Jk
till det dubbla.
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0.2 1 A() /\ a)
0 N AN
0,2 - |

-100 -80 -60 -40 -20 O 20 40 60 80 100

X
0,06 - I‘P(;C,O)lz;Az(xl) oA Ib)-
0,04 -
0,02 -
0 —— ’%‘//\ T T
-100 -80 -60 -40 60 80x100

Figur 3.12: a) Envelopfunktion A(x) och b) sannolikhetstdtheten for ett
vagpaket med dubbelt s& stort vagtalsintervall Ak. I b) visas &ven det
tidigare vagpaketet (streckat) som jamforelse.

En alternativ form av denna relation féljer med hjilp av de Broglies
samband p = hk

Ap-Azx =h

Ju mer vi férscker lokalisera elektronen, desto “osdkrare” blir dess
rorelseméngd — och tvirtom. Vi har hdrmed kommit fram till en
relation som &r mycket lik

| S

Heisenbergs osdkerhetsrelation: Ap- Ax >

Later vi intervallet Ak bli dubbelt sa stort, som i figur 3.11, for-
vintar vi oss att fa ett mer lokaliserat vagpaket. Envelopfunktio-
nen och sannolikhetstdtheten for detta fall dr plottade i figur 3.12.
Amplituden hos den centrala toppen i sannolikhetstdtheten har bli-
vit dubbel sa hog samtidigt som vidden har halverats relativt det
tidigare vagpaketet.



3.6. VAGPAKETETS RORELSE 79

3.6 Vagpaketets rorelse

Ett allmént vagpaket dér en godtycklig funktion a(k) ar begrinsad
till ett litet intervall Ak kring kg ar

kot i(kz—wt
U (z,t) :/ a(k)eFr=wt) g,
k

Ak
0~

. ko+ 4k )
\I/(:c,t) — 62(koz—wot)/ a(k)ez((k—ko)x—(w—wo)t)dk
ko—4kE

eller

Ak
k0+7

U(z,t) = ei(kowwot)/ a(k)ei(k_ko)(r—:zfgt) dk.
k

Ak
0%

Eftersom integralen antogs vara begrénsad till ett litet omrade kring
ko utvecklar vi w(k) i en Taylor-serie

w(k) = w(ko) + dw

o (k= ko) + ...

k=ko

i en omgivning av kg och férsummar hogre ordningens termer. Med

w — Wy ow

k — ko ok

= ’Ug
k=ko

dér wy = w(ko), far vi

) ko-i—% )
\I/(.'L',t) — ez(k‘oz—wot) / a(k,)ez(k—ko)(l‘—’ugt)dk
k

Ak
0= %

= ¢ilkor—wot) . A(x —vgt)

dér envelop-funktionen

Ak
kO‘f’T

Alx —vgt) = / a(k)e!(F=Ho)(z=vst) g,
k

Ak
0m%

beror av lige och tid endast i kombinationen x — vg4t.

En generell vagpuls som ror sig 4t hoger med konstant hastighet v
beskrivs av en funktion f(z —vt) (se fig 3.13).

Dérmed rér sig dven envelopfunktionen med hastighet vy, dvs med
grupphastigheten

0w

vg—%ko.



Figur 3.14: Ett vagpaket ror sig
med grupphastigheten. Kryss
markerar vagpaketets
tyngdpunkt". Fashastigheten
markeras med pilar (f6ljer en
specifik vagtopp).
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\

vt

Figur 3.13: Vid ¢ = 0 har punkten z; funktionsvirdet f(z;). Samma
funktionsviarde har vi i punkten x5 vid tiden t om z1 = x5 — vt eller
To = X1 + vt.

Vi har hittills bortsett fran en viktig effekt, ndmligen att vagpake-
tets form inte forblir konstant i tiden. Eftersom vi har en osékerhet
i rorelseméngd, Ap (och darmed i hastighet) kommer osikerheten
i position, Az, att 6ka med tiden. Om man inte vet exakt hur fort
ett objekt ror sig kommer man ju med tiden att bli mer och mer
osdker pa var det befinner sig. Denna effekt forsvann da vi utveck-
lade w(k) i en Taylorserie och endast inkluderade termer upp till
forsta ordningen i k. Hogre ordningens termer kan antas vara sma
da k ~ ko, alltsd for sma Ak, men eftersom de dr proportionella
mot t kommer de trots allt att blir stora om vi vintar tillrdckligt
lange. Vi forsoker oss hér inte pa nagon matematisk analys av den-
na effekt, utan noterar bara att envelop-funktionen kommer att bli
bredare och bredare med tiden, vilket uttrycker en tkad osékerhet
i elektronens position.

3.7 Dispersion

2
For fria elektroner giller E = - = h; 7122.
Fashastigheten blir v, = ¥ = £ = Ik — .2

och grupphastigheten v, = g—‘;; = %%—f = % =£,

Elektronens grupphastighet dverensstimmer med elektronens par-
tikelhastighet i den klassiska teorin. Fas- och grupphastigheter &r i
allménhet olika. Resultaten ovan géller for fria elektroner - som vi
ska se senare, kan F(k) se annorlunda ut vilket leder till andra fas-
och grupphastigheter. Figur 3.14 visar ett fall dir fashastigheten ar

storre dn grupphastigheten.

Fas- och grupphastighet beror av vaglingden (eller frekvensen),
elektronvigorna uppvisar dispersion.
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For elektromagnetiska vagor i vakuum &ar w = ck och dirmed
v, = vy = c. Nér elektromagnetiska vagor ror sig i ett material
(glas, plast, osv) dr brytningsindex frekvensberoende, n = n(w),
sambandet mellan frekvens och vagvektor blir

C

n(w)

och dérmed fashastigheten v, = % Begreppet dispersion uppkom
i optikens begynnelse nidr Newton upptéckte att vitt ljus sprids
— “is dispersed” — efter passage genom ett prisma eller en vilsli-
pad diamant som i figur 3.15. Diamant uppvisar stark dispersion,
brytningsindex varierar mellan 2,407(r6tt) och 2,465(violett) i det
synliga omradet. Diamant har dven ett ovanligt stort virde pa bryt-
ningsindex, denna sérstéllning delar diamanten med kisel (n = 3,5)
och germanium (n = 4) som ligger strax under kol i grupp IV i det
periodiska systemet. Ett stort brytningsindex 6kar andelen ljus som
totalreflekteras i botten av den slipade diamanten i figur 3.15 och
bidrar till diamantens fargstarka glitter.

<

Figur 3.15: Newton uppmétte
n = 2,44 foér gult ljus i diamant.
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Kapitel 4

Frielektronmodellen

I var forsta kvantmekaniska modell for en metall betraktar vi den som en odndligt djup potenti-
albrunn. Schrodingerekvationen ger elektronernas energier och vagfunktioner i brunnen. For en
odandligt djup brunn dr vagfunktionerna stdende vagor. Fér att kunna beskriva elektroners rérelse
genom metallen viljer vi att anvinda periodiska randvillkor vilket ger oss méjlighet att beskriva
vagfunktionerna som fortskridande vagor. I ett stort system ligger tillstanden mycket tatt och vi
beskriver dem med hjilp av tillstandstdtheten. I metallens grundtillstand fyller elektroner tillstan-
den nerifran och upp till Fermienergin enligt Pauliprincipen. Ndr temperaturen stiger exciteras i
forsta hand elektroner ndra Ferminivan. Fermi-Dirac funktionen haller reda pa sannolikheten att
ett tillstand med viss energi dr besatt vid en viss temperatur. Elektronernas reaktion pd uppvdrm-
ning ar ytterst svag eftersom Fermienergin i metaller dr mycket stérre an den termiska energin
kT. Forst vid mycket héga temperaturer nar elektrongasen grinsen ddr den kan beskrivas som
en klassisk gas. Analysen av ledningsformagan liknar den inledande partikel-diskussionen, dock
ersdatts den termiska hastigheten av Fermi-hastigheten.

Figur 4.1 visar en liten Na-"kristall”. En Na-atom har elektron-
konfigurationen 1s22s?p®3s. De inre elektronerna (1s?2s?p®) ér hart
bundna till kdrnan. De férblir ddrmed atoméra och péverkas endast

IS —~ - < ~ ol
valens-
3s / N\ 3s /N 3s elektroner
2s 7 \t/ 2s - 2s
Na Is 1s 1s

Figur 4.1: En liten Na-kristall med tre atomer. Atoméra potentialer &r
streckade, deras superposition heldragen (tunn). Ladpotentialen inom fri-
elektronmodellen &r heldragen (tjock).
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Hamiltonoperatorn H innehéaller
en del relaterad till kinetisk
energi och en del relaterad till
potentiell energi.

Inom spektroskopi anvinds det sa
kallade spektroskopiska vagtalet;
V= %, som for elektromagnetiska
vagor (ljus) ger energin genom

E = hev. Har anvinder vi
vinkelvagtalet (angular eller
circular wave number), k = 27”,
som oftast kallas bara vagtal.
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svagt av grannatomerna. Valenselektronen (3s) déremot forvintas
bidra till ledningsférméagan, natrium &ar ju trots allt en metall, och
vi antar att 3s-elektronen inte ldngre ar bunden till en viss atom
utan blir delokaliserad, endast bunden till kristallen i sin helhet.

I en forsta, enklast mojliga, modell ska vi nu studera valenselektronerna

i en kvantmekanisk beskrivning. Vi antar att de &r fria, oberoen-
de partiklar s nir som pa att de befinner sig i en odndligt djup
potentialbrunn. Att elektronerna &r fria betyder att de ror sig i
en konstant potential (V(z)=0 inuti brunnen) sa att kraften som
verkar pa dem &r

oV _
or

Oberoende dr de nér vi bortser fran deras inb6rdes Coulombrepul-

F = 0 (4.1)

sion. Pauli-principen som har synpunkter pa tillstdndens besétt-
ning kommer diremot att vara vésentlig - den hindrar att mer an
en elektron besdtter ett visst tillstdnd. Den enda funktion kristal-
lens joner fyller i denna forsta modell &r att sta for den positiva
bakgrundsladdning som binder elektronerna till ladan (metallbiten)
med elektriska krafter och se till att metallen i sin helhet dr neutral.

Vi modellerar i det féljande den &ndliga, makroskopiska kristallen
genom att beskriva den som en oédndligt djup potentialbrunn.

4.1 Elektron i en ladpotential

2 2
Ho(o) = (g o + V(o) ) o) = Eola)

I vissa situationer dr det vdsentligt att ladpotentialens vaggar ar

(4.2)

dndliga, t ex for termisk emission av elektroner ut ur metallen som i
en glodkatod, men hér later vi viggarna vara oéndliga sd att V(z) =
0 for 0 <x < L och V(x) = oo for dvriga .
Vi har d&
n d?
 2mdx?

(z) = E¢(x)

med den allménna losningen ¢(x) = Asin(kz) + B cos(kx). Insétt-
ning i Schrédinger-ekvationen ger energin
h2k?

E =
2m

med vagtalet k som &r relaterat till vaglangden A genom

_27T

k
A
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¢(x) |p(x)P

0 x L 0 x L

Figur 4.2: Ladpotentialens vagfunktioner ¢(z) och sannolikhetstatheter
|6(2) [

EA
Randvillkoren f6r en odndlig potentialbrunn kraver att ¢(0) = ¢(L) =\
0, vilket ger att B = 0 samt att sin(kL) = 0. Det senare villkoret \
ger att vagtalen k& maste uppfylla relationen k- L = 7 - p, och alltsa
att \
k>0

k:%-p forp=1.23,... \\

Endast vaglangder som uppfyller A = % ar tilldtna, vilket vi kan k

se i figur 4.2. T ex &r vagliangden hos tillstandet p = 4 i figur 4.2 Figur 4.3: Frielektronparabeln

given av A = L/2. E= % Tillatna k-varden ges
av /L - p om vi kriver att
vagfunktionerna ska ga mot noll

pa randen.

Vi far alla tillatna tillstdnd om vi véiljer & > 0. Det ar inte menings-
fullt att inkludera bade negativa och positiva k-virden. Vagfunktio-
nen ¢(x) ~ sin(kx) skiljer sig bara pa en fasfaktor (—1 = €'™) fran
¢(x) ~ sin(—kx), da sin(—kz) = — sin(kx). Energier, sannolikhets-
funktioner och vintevirden dr de samma fér bada vagfunktionerna
och de dr alltsé i allt visentligt samma vagfunktion.

De tidsoberoende l6sningarna blir

o(z) = \/Esin(kl‘)

och den tidsberoende l6sningen ges av
P(x,t) ~ sin(kx)e FHN

dér vi ser att nodernas ldgen inte dndrar sig med tiden (se &ven
kapitel 3). Vagfunktionerna ar séledes stdende vagor.



Elektronens (vinkel) frekvens &r
w=E/t
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4.2 Ladpotential i tre dimensioner

I tre dimensioner lyder Schrédinger-ekvationen

h2 [ 92 0?2 0?2
(W + TyQ + (9,22> ¢(r,y,2) = Eo(x,y,2) (4.3)

2m
och vagfunktionerna antar di produktform som vi ség i kapitel 3.
d(xy,2) = A-sinkgx - sinkyy - sink,z (4.4)

dir A ar en normeringskonstant. Vi antar att var “metall” har for-
men av en kub med volym V = L3. Randvillkoren kriver da att
vagfunktionen forsvinner pa kubens ytor, dvs t.ex. att sink,z =0
for z = L (analogt for de andra faktorerna i ekv. 4.4). Detta krav
ar uppfyllt om

™

k; = znl (1 = z,y,2)
Vi erhaller energierna
R2k2 B2 h? n?

Varje tillstand i den tre-dimensionella kvantbrunnen definieras allt-
s& av tre kvanttal (ng, ny, n.). Tillsammans med spinnkvanttalet
bestdmmer de entydigt ett elektroniskt tillstand.

4.3 Planvagslosningar

Vi tittar igen pa Schrédinger-ekvationen i tre dimensioner:

h? oo 0% 02
Ho(r) = ——V2¢(r) = (a2 t g2 + g2)?(r) = Eolr)

2m 2m

Losningarna vi diskuterade i foregdende avsnitt var staende vagor.
For att beskriva rorelse hos elektronerna och dérmed dven ladd-
ningstransport vore det behindigt att i stillet anvinda planvags-
16sningar, dvs gaende vagor, pa formen

W(r,t) ~ ellker—wt) (4.5)

Vi kan som tidigare (se kap. 3) skriva 16sningen till den tidsobero-
ende Schrodinger-ekvationen som

¢(r) ~ eik-r
med energin

21.2
o Ik

2m
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Ax

Figur 4.4: Ett vagpaket ¢(z) med lingd Az har skapats genom att “klippa
ut” en bit ur en odndligt utstrickt vag. Detta vagpaket kan byggas upp
av planvagor med koefficienter a(k), vars topp ligger vid k = 27/\ och
som har en bredd Ak ~ 1/Az. Ar vagpaketet givet kan a(k) bestimmas
med Fourieranalys.

men vagfunktionen ¢(r) &r nu, till skillnad fran de stiende vagor
som uppfyller fixa randvillkor, en egenfunktion till rérelseméngds-
operatorn med egenvirdet fik. Planvagslosningarna ar egenfunktio-
ner till bade Hamiltonoperatorn och till rérelseméngdsoperatorn,

pé = —ihVé = hke

bade (kinetisk) energi och rorelsemingd dr da samtidigt entydigt
bestdmda i varje egentillstand ¢. Vi kan skriva

B thQ _ p2

2m 2m
ett resultat som vl dverensstammer med den klassiska mekaniken.

Med dessa fortskridande vagor kan vi sedan bilda vagpaket (se figur
4.4 och 4.5) genom att addera vagor med lampliga koefficienter, som
finns mer utforligt diskuterat i kapitel 3.

Kom ihéag att en lokalisering i =, dvs i det verkliga rummet, kriver
en viss osdkerhet i vagvektor vilket hér leder till en relation mel-
lan osikerheten i ldge och osikerheten i rorelseméngd (Heisenbergs
osékerhetsrelation Ax - Ap > %)

Kom ihag de Broglie:

_h _ h 27 _
P=3X=3-% = hk

Rorelseméngden hos en fri
elektron ar p = k.

Figur 4.5: Elektronerna far fram
som vagpaket.



Figur 4.6: Vi later var metall ha
formen av en kub med kant-
léngden L, dvs ha volymen

V =L3.
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4.4 Periodiska randvillkor

Det som avgdr om losningarna till Schrédingerekvationen ar pa for-
men 4.4 (dvs stdende vagor) eller pa formen 4.5 (dvs planvagor eller
gaende /fortskridande vagor) ar valet av randvillkor. Tar vi ett me-
tallprov och kriver att vagfunktionen férsvinner pa ytan - som vi
gjorde tidigare - tvingas vi anvinda stidende vagor. Detta betyder
att fortskridande vagor forr eller senare reflekteras av ytan. Sa linge
yteffekter inte intresserar oss vore det bekvimt att kunna gora sig
av med ytor och dérmed &ven reflektioner. For allt annat &n myc-
ket sma prover kommer yteffekter inte att vara s& viktiga for de
egenskaper vi ska diskutera - de flesta elektroner ar langt fran ytan.

Vi infér nu lampliga randvillkor som faktiskt tillater fortskridande
vagor. Antag att provet har formen av en kub med kantlingd L och
volymen V = L2 - detta dr var metallbit som kan ha en makro-
skopisk storlek, t.ex. 1 mm3. Nu fyller vi hela rummet genom att
periodiskt repetera kuben, som i figur 4.6. Da férsvinner ytorna och
dirmed reflektionerna. Men hur kan vi nu ta hénsyn till att provet
danda ar dndligt? Var periodiska upprepning far ju inte leda till att
vagfunktioner kan ha mycket langre vaglangd, dvs breda ut sig éver
storre volym. For staende vagor ar tillstdndens energier omvént pro-
portionella mot L? och vi forvintar oss ett liknande resultat #ven
har. Vi kraver da att provets kub och de repeterade kuberna ar helt
identiska &ven vad betréiffar elektronernas vagfunktioner. Vi skriver
dessa periodiska randvillkor som

QZ)(xay?Z) = ¢($ + L,y,Z) = ¢(x7y + L7Z) = gi)(:v,y,z + L) (46)

I en dimension kan vi tdnka oss dessa randvillkor som om vi hade
knutit kristallen till en ring (se fig. 4.7) och krévt att vagfunktionen
skall ha ett entydigt virde nér vi gatt ett varv runt ringen. For
vagfunktionen

@(I‘) ~ eik.r — ei(kz.erky-erkz-z) — eikzx . eikyy . eikzz

foljer ur randvillkoren (eq. 4.6):

etkal _ gikyL _ JikL _ q
och darmed

ki:—ni, ni:O,il,iZ,...

Observera att vi nu — i motsats till fallet med stdende vagor — behd-

ver alla heltal n;, positiva som negativa inklusive n; = 0. Funktio-
nerna, e’** och e~ ir olika vagfunktioner och kan inte uttryckas i
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Figur 4.7: Periodiska randvillkor innebér att vagfunktionen aterfar samma
viarde (och samma derivata) efter ett varv i en ténkt cirkel vars omkrets
motsvarar systemets (ladans) storlek.

varandra med hjilp av en multiplikativ fasfaktor, som i fallet med
de staende vagorna. Vagvektorns komponenter k = (kz,ky,k.) an-
tar ddrmed &ven negativa varden. Vagvektorns riktning bestimmer
vagens utbredningsriktning.

Insdttning av vagfunktionen i Schrodinger-ekvationen

9 9
“om <83:2 Top T a2> d(2.y,2) = E¢(w.y.2)
ger som tidigare

h2k? B2

E =

I fallet med den oéndligt djupa tre-dimensionella brunnen l&t vi
tre heltal (ngz,ny,n.) identifiera ett tillstand. Framover kommer vi
att lata vagvektorns komponenter vara tillstandens “namn” — vi
gar over till k-rummet och identifierar varje vagfunktion eller till-
stand med hjilp av dess vagvektor (kg ky,k;). Som vi kommer att
se kan vi t ex beskriva kollisioner mellan elektronvigor och atoméra
vibrationsvagor som kollisioner mellan tva “partiklar” med var sin
“rorelsemangd” hk.

k-vektorn k = (kg,ky,k.) ar ett mycket centralt begrepp i beskriv-
ningen av fasta material. Den ingar i bevarandelagar och (dérmed)
i urvalsregler, samt &r for fria elektroner en etikett som, tillsam-
mang med spin-kvanttalet, entydligt definerar deras tillstand och
som dven ger energi och rorelseméngd for tillstandet.

EA

>
TTTTTTTTTTT T I T T T T T T T T TTTTTTTTT T T -

k

Figur 4.8: For fortskridande
vagor bestdmmer vagvektorns
riktning (i en dimension dess
tecken) vagens utbrednings-
riktning. Inom fri-elektron-
modellen motsvarar ett visst
k-vérde en viss hastighet. En
elektron i ett visst tillstand har
alltsa en viss hastighet i rummet,
men forflyttar sig inte i k - den
ligger kvar i sitt tillstand om den
inte sprids.
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Figur 4.9: For en oédndligt djup tredimensionell potentialbrunn ger Schro-
2
dingerekvationen (med fixa randvillkor) E = 2 (%)2(n2 + ny +n?) =

2m

%(%)%2. Figuren visar totala antalet tillstand dS(E) i smé energiinter-

vall dE vid olika energier E' som funktion av n?( dvs energin F). Totalt
har ca 10° energiviirden anviints for att konstruera bilden. Den slita kur-
van #r en anpassning av en v/ E-kurva till medelviirdet av antalet tillstand
per energiintervall - dvs tillstandstidtheten.

4.5 TillstAndstathet

For allt annat &n mycket sma prover kan vi anta att tillstaAnden
ligger mycket tatt, da tillstAndens energier beror pa ladpotentialens
storlek L som E ~ L72. Redan i ett litet prov kommer antalet
elektroner som vi placerar i de tillatna tillstanden att vara mycket
stort. Varje tillstand identifieras av k = (kg,ky,k.), och en full-
stindig beskrivning av ett elektroniskt tillstand kréver ocksa att vi
anger elektronens spinn. Det blir mycket opraktiskt for oss att halla
reda pa k-vektorn och energin for alla enskilda elektroner.

I figur 4.9 visas antalet tillstand inom ett litet energiintervall runt
en viss energi som funktion av energin i en tredimensionell kubisk
potentialbrunn.

Aven om figur 4.9 innehaller manga tillstand, #r de langt ifran till-
rackligt manga for att rymma alla valenselektroner ens i en mycket
liten metallbit (ca 10'! elektroner i ett prov som dr 1 pm3 om
elektronkoncentrationen n = 5-10%® m=3). Vi ser att vi inte har na-
gon mojlighet att halla reda pa alla enstaka elektroniska tillstand,
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istallet infor vi begreppet tillstandstathet (density of states).

Tillstandstétheten, Z(FE), dr definierad som antalet tillstand per
energiintervall;

dS(E)

dE
dér S(F) &r totala antalet tillstdnd med en energi upp till E. An-
talet tillstdnd dS(F) med energier inom intervallet (E,FE + dE) ges

da av Z(F)dE. Tillstandstiatheten Z(FE) beréttar alltsa for oss hur
maéanga tillstand det finns i ett litet intervall dF vid energin E.

Z(E) =

Vi ska nu ta fram ett uttryck for tillstandstétheten och utgar da
fran planvagslosningarna till Schrodingerekvationen. En k-vektor
(kg,ky,k>) definierar ett tillstand med energi E = %(k/‘g + k2 +E2).
Varje punkt k = (kg,ky,k.) i k-rummet innebér tva elektroniska
tillstand, d& vi har tvé olika spin-tillstand.

Om vi tdnker oss att vi fyller var tdnkta kubiska potentiallada med
elektroner, sd kommer den forsta elektronen att hamna i det all-
ra lagsta energitillstandet i ladan, dar (kg,ky,k2) = (0,0,0). Nésta
elektron besétter tillstandet med (kg,ky.k.) = (£27/L,0,0) (alter-
nativt (kz,ky,k;) = (0, £27/L,0) eller (0,0, £27/L)). Vi inser att
avstandet till origo dr avgorande for energin och skriver
h? hk?
E=_——(kZ4+kl+k)=—
2m( o Ry k) 2m
dér k &r radien i en tadnkt sfir pa vars yta vi finner k-vektorer for
de tillstdnd som har en viss energi E.

(4.7)

Antalet tillstand S(k) inom en sadan sfir, dvs antalet tillstand med
k-vektor kortare dn k eller, ekvivalent, energi mindre dn en viss
energi I, ges av sfirens volym dividerat med den volym varje k-
punkt upptar:

41 .
S(k) = 2%/{3/(volym per k-punkt) (4.8)

dar faktorn 2 kommer fran spin-degenerationen. Hur tétt ligger nu
k-vektorerna i k-rummet, dvs vad dr volymen per k-punkt? I en
dimension #r avstandet mellan nérliggande tillstand Ak = 27 /L,
det betyder att vi har en k-vektor per kub (27/L)3. Vi kan ocksa
uttrycka detta som att k-vektorernas téthet g(k) i k-rummet &r

L3 %
90 = 53 = @y

och antalet tillstind S(E) med en energi upp till E ges d& av

3/2
.4jk3:2. v 47r<2mE> / _

S(B)=2-9lk)- 3 @3 3 \n?

Figur 4.10: Alla tillstand pa ett

visst avstand k = | /k2 + k2 + kZ

fran origo har samma energi.

k-rummet kallas ocksa reciproka

rummet eftersom avstand hér

mats i m~L.



Figur 4.11: Fermisféren har
radien kr och innehaller
vagvektorerna k hos de besatta
tillstanden.

Figur 4.12: Vid T' = 0 K besétter
elektronerna alla tillstand upp till
Fermienergin Ep.

Z(E)

\/

Figur 4.13: Antalet elektroner &r
lika med den markerade arean
som bestdms av tillstands-
tdtheten och Fermienergin.

92 KAPITEL 4. FRIELEKTRONMODELLEN

Tillstandstatheten blir slutligen

2(E) = dE 2772( h2 JPVE
eller
3 3/2
Z(E)E = CVEdE ~ C = Amfgm) (4.9)

Ofta utelimnas faktorn V = L3 - man talar d& om tillstandstithet

per volymsenhet.

Vi har bestdmt ladpotentialens elektrontillstand och nu &ven till-
standstidtheten. Det sista steget vi nu ska ta &r att placera ut
elektronerna i dessa tillstand. Var ladpotential representerar ju en
bit metall med volym V = L3 och innehaller manga elektroner, de-
ras antal betecknar vi med N. Nér vi nu ska ligga elektronerna i
ladans tillstdnd méaste vi komma ih&g Pauli-principen som utesluter
mojligheten att fylla ett tillstind med mer &n en elektron. Vi bor-
jar da med tillstanden med l4gst energi, dvs med k-vektorer kring
k = 0 for att sedan fylla tillstAinden utat i k-rummet tills elektro-
nerna tar slut. Vi har da fyllt alla tillstdnd inom den sa kallade
Fermisfiren, se figur 4.11. Vi hittar alltsd metallens grundtillstand
(vid T' = 0) genom att fylla de lagsta tillstinden nerifran och upp.

Pa detta sétt blir alla tillstand fyllda upp till den sa kallade Fer-
mienergin Er med de N elektronerna. Vi berdknar Fermienergin

genom att sétta antalet elektroner lika med antalet fyllda tillstand
(se fig. 4.13),

Er 2 . 3 2
N = / Z(B)E = SCEy” = Z(Ep) - S Er (4.10)
0
och far sedan
W2 (3 N\*? 23
Fpr=—|—= = £ 4.11
F ™ am <87r V> 2m (411)

déir kp, kallat Fermivdgtalet, &r radien av Fermisfiren som inne-
héller alla k-vektorer som motsvarar besatta tillstand vid T = 0

K
N\ /3

Kvoten N/V, dvs antal elektroner per volymsenhet, kommer vi ofta

?

att skriva som elektronkoncentrationen n. Tillstdndstatheten vid
Fermienergin ges av (fran ekvation 4.10)

3 N

Z(Ef) = 2Ep
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Figur 4.14: Néar en elektron i ett inre atomért skal i en av metallens
atomer har exciterats med sa stor energi att den har limnat atomen,
kommer det tomma tillstandet snart att fyllas, t ex av en valenselektron
i elektrongasen. I Gvergangen skapas en foton vars energi talar om for
oss vilken energi elektronen hade fore 6vergangen. Skillnaden mellan den
hogsta och ldgsta emitterade fotonenergin boér da motsvara Fermienergin
och intensitetsspektrumet borde likna tillstandstdtheten — den streckade
linjen.

Er ligger 6ver alla fyllda tillstand och under alla tomma tillstand.
Men eftersom tillstinden i var makroskopiska ladpotential (eller
metallbit) ligger s& oerhort téitt kan vi betrakta Fermienergin som
den kinetiska energin hos elektronen i det hogsta fyllda tillstandet
i metallens grundtillstand vid 7' = 0 K. Eftersom V(z) = 0 i ladan
ar elektronernas energi enbart kinetisk.

Hastigheten (eller snarare farten) vy hos en elektron vid Fermi-
energin, Fermihastigheten, kan berdknas ur

Hur kan vi nu verifiera var bild av elektrongasen och experimentellt
t ex bestdmma Fermienergin? Ett sitt dr att beskjuta metallen med
hogenergetiska elektroner eller fotoner som slar ut en elektron ur ett
inre skal i en av metallens atomer. Det tomda tillstandet markeras
med en vit cirkel i figur 4.14. Forr eller senare kommer en av va-
lenselektronerna att falla ner i det tomma tillstdndet och géra sig
av med Overgangsenergin i form av en foton. Fotonenergin beror pa
vilken energi elektronen hade innan dvergangen. Skillnaden mellan
storsta och minsta emitterade fotonenergi boér da motsvara Fermi-
energin. Emissionsspektrumet visar — i natrium — en forvanansvért
god Overensstdmmelse med teorin.

Man kan ocksa definiera
Fermitemperaturen T fran

Er = kTF och Fermivaglingden
Ap fran kp = 27/ A p.



Vi utgar fran att varje Na-atom
bidrar med en ledningselektron
(Na finns i grupp 11 det
periodiska systemet).
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Exempel: Berikna Fermienergin och Fermi-hastigheten i Na och
jamfor dina virden med en elektrons medelenergi och medelhas-
tighet vid rumstemperatur (7' = 300 K) enligt klassisk statistisk
fysik.

N Natom 28 -3
= =9 _ 96510
"tV Ty ’ o
Br=2 (2)7 —32aev
2m \ 87

Hastigheten hos en elektron med energi Fr ar

%U% = Ep vilket ger vp = 1,07- 105 m/s
I en klassisk gas dr termiska energins (dvs elektronens rorelseenergi)
medelvirde %kT omkring 1/40 eV ~ 25 meV vid T' = 300 K. Den
termiska hastigheten blir da

m o

3
5 Vih = ikT vilket ger vy, = 1,17-10° m/s

Kommentarer: Exemplet visar att Fermienergin dr ca 100 ganger
storre an den klassiska termiska energin vid rumstemperatur vilket
ar typiskt for metaller d& Er ~ 5 — 10 eV. Notera att Fermienergin
och Fermihastigheten inte 4r temperaturberoende. Aven vid absolu-
ta nollpunkten har elektronerna i elektrongasen alltsad hog kinetisk
energi och en hog hastighet inom frielektronmodellen.

4.6 Fermi-Dirac fordelningen

Vi har beskrivit metallens grundtillstand vid 7" = 0, men vad hén-
der om vi 6kar temperaturen? Genom att t ex viirma katoden i ett
vakuumrdr kan man 6ka antalet elektroner som emitterades. Vi for-
vintar oss alltsa att elektronernas férdelning 6ver tillstiAnden dndrar
sig vid en uppvarmning. Elektroner kommer nu att kunna besétta
tillstand med hdgre energi.

Vid dndliga temperaturer, T' > 0 K, kan elektroner alltsa exciteras
termiskt. Eftersom den termiska energin per partikel — av storleks-
ordningen kT — &r sé liten i férhéallande till Ep, kommer framfor
allt elektroner strax under Er att kunna exciteras till tomma till-
stand strax ovanfor Ep. Elektroner med initialt ligre energi (langt
mindre &n Ef) har inga tomma tillstand i ndrheten och kan da inte
tillgodogora sig den lilla termiska energi som star till forfogande.
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F(E) 4 NFkT
1 N
a) \
h
N N
Ep E

F(E)Z(E) %

b)

Figur 4.15: a) Fermi-Diracs férdelningsfunktion vid 7' = 0 K samt f6r tva
hogre temperaturer med Ferminivan markerad. b) Produkten F(E)-Z(E)
som anger tiatheten av besatta tillstand. Den markerade arean &r lika med
antalet elektroner.

Den funktion som haller reda pé elektronernas fordelning dver till-
standen vid en godtycklig temperatur kallas Fermi-Diracs fordel-
ningsfunktion F(F), och ges av uttrycket

1
F(E) = gyt nEh

(4.12)

Detta &r fordelningsfunktionen for kvantpartiklar som lyder Pauli-
principen. Denna princip forbjuder oss att besétta elektroniska till-
stand med fler &n en elektron.

F(E) ger sannolikheten att ett tillstdnd med energi E ar besatt
vid temperaturen T'. Fermi-Dirac fordelningen kommer att vara an-
vindbar i kommande kapitel - den talar om for oss i vilka av de
tillatna tillstinden vi kan hitta elektroner. Ep(T) i F(F) kallas
Ferminivag eller kemisk potential. Erp(T) &r temperaturberoende.
Fermienergin som vi betraktade i tidigare avsnitt ar grinsvirdet
av Ferminivan vid 7' = 0. I uttrycket (4.12) for F(E) skrivs ibland
Ep istéllet for Ep(T), men det &r Ferminivan som avses.

For metaller &r Ferminivins temperaturberoende mycket svagt in-
om det temperaturintervall dir metaller 6verhuvudtaget existerar.
Vi kan alltsd for metaller (men inte for halvledare som vi kommer
till i senare kapitel) approximativt kan betrakta Ferminivan som
konstant och ge den samma virde som Fermienergin.

Vid T = 0 K &r Fermi-Dirac férdelningen en stegfunktion som funk-
tion av energi (tunn linje i fig. 4.15a). Vid éndliga temperaturer blir

Kvantpartiklar som lyder
Pauliprincipen kallas fermioner
och har halvtaligt spinn, t.ex.
elektroner, till skillnad fran
bosoner som har heltaligt spinn
och vars fordelning pa tillgéngliga
tillstand inte begrinsas av
Pauliprincipen.

Sannolikheten att ett tillstand
med energi £ = Er(T) &r besatt
A 1/2.
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steget “mjukare”. Energiintervallet inom vilket F'(E) gar fran nira
1 till ndra 0 &r av storleksordningen KT

Vi ser i figur 4.15 att néstan alla elektroner dr 1asta i sina tillstand -
alla tillstdnd under Er ar besatta vid T = 0 K, och detta &r fortfa-
rande till stor del sant &ven om vi virmer elektrongasen. Endast fa
elektroner, de néra Er, kan &ndra sin energi vid en temperaturdk-
ning AT. Systemets energi dr néistan oférindrad vid en uppvirm-
ning, i en forsta approximation &r energiindringen AE =~ 0, och
dérmed har vi hittat en kvalitativ forklaring till varfér elektroner-
nas bidrag till virmekapaciteten,

AFE

Cy =—
14 AT’

dr s mycket mindre dn vad en klassisk beskrivning hade gett. Med

hjdlp av lite kvantmekanik har vi tagit det forsta stora steget mot

en forstaelse av elektronstrukturen i fasta material.

Exempel: Betrakta valenselektronerna i Na inom fri-elektronmodellen.
Vad dr sannolikheten for att ett tillstand vid E = 0 (lagsta mojliga
energin i fri-elektronparabeln) i Na &r tomt vid 300 K?

Fermi-Dirac fordelningen ger sannolikheten att tillstdndet &r besatt

1

F(E=0)= G mayar 1

Natrium &r en metall och vi antar att Ferminivan Er(T) kan ap-
proximeras med Fermienergin, som berdknats till 3,24 eV. F/(E = 0)
blir da sa ndra 1 att bade Matlab och minirédknare visar 1. Vi kan
dock ta oss runt denna begransning hos Matlab/minirdknare och
direkt berdkna sannolikheten att tillstindet &r obesatt:

1 (0—Ep(T)) /KT
 e(0—Ep(T)/KT {1~ eO0—Er(T)/KT 4 |

1-F(0)=1

Exponentialtermen ar har mycket liten, och vi kan da stryka den i
nadmnaren sa att 1 — F(0) blir

Sannolikheten ar alltsa utomordentlig lag att vi ska hitta ett tomt
lagsta tillstand (vid £=0) i natrium vid rumstemperatur. Den tkar
visserligen snabbt d& vi 6kar 7', men vid 1000 K (langt ver natriums
sméiltpunkt) r den fortfarande s liten som 10717,

Om vi betraktar ett tillstind narmare Ep, t.ex. vid £ = 3 €V,
dr sannolikheten 10~% att ett sadant tillstand &r tomt vid 300 K.



4.6. FERMI-DIRAC FORDELNINGEN 97

Elektroner dven vid denna energi dr alltsa till god approximation
opaverkade av en temperturhéjning fran 0 till 300 K.

Kommentar: Uppvirmning formér alltsa bara paverka elektroners
fordelning pa tillstand mycket néra Er i metaller. Ofta anvinder
man approximationen att elektroner med energier inom avstand
kT (eller ibland négot mer, t ex 3kT) fran Ep dr de som kan éndra
tillstand vid en temperatur 7.

Vi skall hir inte forséka hirleda Fermi-Dirac fordelningen, men det
foljande resonemanget visar i korta drag hur man i princip skulle
kunna ga tillviiga och hjélper oss att forstd vad som ligger bakom
férdelningsfunktionen.

Lat oss betrakta ett system (se fig. 4.16) med atta elektroner dar de
mojliga en-elektrontillstanden ligger pa konstant avstand i energi,
A, fran varandra. I systemets grundtillstand besétter elektronerna
de 8 lagsta en-elektrontillstanden. Vi bortser hir for enkelhets skull
fran elektronernas spinn, men beaktar Pauli-principen.

Grundtillstandets konfiguration visas langst till vanster i figur 4.16.
Vi sétter systemets totala energi i grundtillstandet till 0. Exciterade
konfigurationer skapas genom att en eller flera elektroner beséitter
hégre liggande en-partikeltillstdnd och de exciterade konfiguratio-
nerna far da hogre energi &n grundtillstindet. Exciterade konfigu-
rationer ar i figuren ordnade efter 6kande systemenergi (at hoger i
figuren).

Vi vill nu bestdmma sannolikheten att ett visst en-elektrontillstand
ar besatt vid en given temperatur. Vi vet att Boltzmann-faktorn

P(E) ~ efE/kT

ar proportionell mot sannolikheten att systemet har energin F vid
temperaturen 7. Darmed kan vi berikna sannolikheten for varje
konfiguration. Summan av alla sadana sannolikheter ska bli 1 - om
vi betraktar alla mdjliga konfigurationer kommer vi garanterat att
finna att systemet &r i ndgon av dem. Genom att normera med
summan kan vi berdkna varje konfigurations sannolikhet. Sannolik-
heten att systemet befinner sig i en konfiguration med energi F; ges
saledes av

o—Bi/kT

P(E;) = S ¢ BafFT

(4.13)

dér vi i nimnaren summerar over systemets alla mojliga konfigura-
tioner n med energier F,.

Med en-elektron tillstand (eller
orbital) menar vi ett
kvantmekaniskt tillstand for en
enstaka elektron. Systemets
konfiguration &r en beskrivning
av samtliga elektroners tillstand
vilket ger hela systemets tillstand
och energi.

Pauliprincipen kriver att vi
betraktar hela systemet med sina
atta elektroner. En enskild
elektrons mojligheter att besitta
olika en-elektrontillstand
begrénsas starkt av vilka tillstand
de 6vriga sju elektronerna
besétter.
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Figur 4.16: Elektronkonfigurationer ordnade efter total energi med syste-
mets grundtillstand ldngst till vinster.

Besédttningsgraden for ett enstaka en-elektrontillstind far vi genom
att summera sannolikheterna for alla konfigurationer dér detta en-
elektrontillstdnd &r besatt. Som exempel tittar vi pa det 11:e en-
elektrontillstandet i figur 4.16 och bestdmmer sannolikheten att det-
ta en-elektrontillstand ar besatt for att belysa forfarandet.

Vi ser att en-elektrontillstandet nummer 11 &r besatt en gang i en
konfiguration med energi 3A, en géng i en konfiguration med energi
4A, tva ganger i konfigurationer med energi 5A, och tre ganger i
konfigurationer med energi 6A.

Sannolikheten att det 1le en-elektrontillstandet &r besatt ges av

Baettrr e By et
P(ll): (& € (& (&

1+ e i + 27T 4 3¢ T 4 Be T 4 Te  iT + 1le” b7
enligt ekv. 4.13. Vi summerar alltsa sannolikheterna for var och
en av de konfigurationer som innebir att en-elektrontillstand 11 ar
besatt - i ndmnaren finns summan 6ver alla mojliga tillstand si att
vi far normerade sannolikheter.

I utrdkningen hér har vi tagit med konfigurationer med energi upp
till 6A. Konfigurationer med hogre energi blir alltmer osannolika
och bidrar dirmed allt mindre. Notera att t ex sannolikheten f6r var
och en av konfigurationerna med energi 6A ar e 62/F1 ~ 2,5x 1073
ganger mindre dn for grundtillstandskonfigurationen.

Resultatet for de lagsta 14 orbitalerna visas i figur 4.17, ddr man har
valt att sitta kT = A. For denna specifika temperatur blir P(11) =
0,0456. Konfigurationer med energier upp till 6A inkluderades i den
numeriska, berdkningen. Vara resultat verkar skilja sig négot fran
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Figur 4.17: Sannolikheten fér de 14 lagsta en-elektrontillstanden att va-
ra besatta vid temperaturen T = A/k. Som jamforelse dr Fermi-Dirac
fordelningen plottad som cirklar for Er = 8, 5A vid samma temperatur.

Fermi-Diracs fordelningsfunktion, men i grinsen A — 0 hade vi
natt dverensstammelse.

4.7 Klassisk grians hos en elektrongas

Vi har sett hur viktigt det ar att beskriva elektronerna i en metall
med hjilp av kvantmekanik. A andra sidan vet vi ocksé att klas-
sisk mekanik inte dr fel i sig, men att anvindningsomradet kan vara
begrinsat. Klassisk mekanik duger t ex fint for att beskriva en fot-
bolls rérelse under en match, vagegenskaperna hos partikeln dr har
inte ens observerbara. Inget interferensmonster uppstar nér bollen
passerar spalterna mellan forsvarsspelarna.

Nér kan en elektrongas beskrivas klassiskt? S& lange Pauli-principen
ar viktig kan klassisk fysik inte duga. Men om sannolikheten att tva
elektroner skulle raka vilja besitta samma tillstdnd ar forsumbart
liten, d& l&r vi ocksd kunna glémma Pauli-principen. Detta forut-
satter i sin tur att sannolikheten att ett tillstdnd &r besatt av en
elektron dr mycket liten, dvs

1

S Br T 3] <1

F(E) =

for alla E som ar tilldtna for elektroner. Detta kraver att

(E-Br(T)/AT 5 1.



Z(E)dE = CvVEdE dir

4 L3 (2m)>/?
=

F(E) = e~ (E—Er(T))/kT

C

0\8
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Under dessa forutsittningar kan F'(FE) skrivas
F(E) = e~ (BE-Er(T)/kT (4.14)

F(FE) ar en avtagande funktion som antar sitt storsta virde for sy-
stemets ldgsta energi. Inom frielektronmodellen har vi valt ener-
giskala sd att lagsta tillstdndet for valenselektronerna energi ir
E = 0. Genom att kriva att FI(E) < 1 for E = 0, blir detta sant
dven for alla hogre energier. Vi nar alltsa den klassiska grinsen nér

Er(T)/KT —Ep(T)/KT

<1l eller e > 1.

Eftersom T > 0 méaste Ferminivin Ep(T') vara negativ och ligger
alltsd under understa tillatna tillstandet! Observera att vart tidi-
gare antagande att Ep(T) ~ Ep(T = 0), dvs att Ferminivan ha-
de endast ett svagt temperaturberoende, bara gillde for “normala”
temperaturer!

Slusatsen s har langt &r att om vi kréver att det ska vara lag
sannolikhet for besdttning for alla tillstand i vart system, sa maste
Ferminivan ligga under den lagsta energin i systemet.

Nu vill vi applicera var diskussion pa frielektrongasen och hitta ett
kriterium som avgdr vid vilken temperatur vi kan tanka pa systemet
som klassiskt. Detta kriterium far girna involvera Fermienergin,
dvs Ferminivan vid 7' = 0, som vi ldtt kan berdkna. I den fdljande
diskussionen betecknar vi Ferminivad med Er(T) och Fermienergin,
dvs grénsvérdet av Ferminivan da 7' — 0, med Ep(T = 0).

Vi sétter som tidigare (ekv. 4.10) antalet elektroner, N, lika med
antalet besatta tillstand. Vi fann ovan (ekv. 4.14) att F(F) kunde
forenklas i situationer dd F(E) < 1 for alla E - vi vill hitta ett
villkor som innebér att denna approximation géller och anvinder
nu den forenklade formen:

o

N = /Z(E)F(E)dE = CeEF(T)/kT/\/Ee_E/deE_
0 0

N Erp(T)/kT 2 3/2

Om efr(M/KT « 1 giller, dvs om vi kan bortse fran Pauliprincipen,
foljer da att
N 2
n=g; < ﬁ(%ka)?)/?. (4.15)

Vi ser att temperaturen 7' maste vara hog, eller elektronkoncentra-
tionen n lag, for att en klassisk beskrivning ska fungera - endast da
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a) Kvantregim b) Klassiska grinsen
kT « E,(T=0) kT » E,_(T=0)
E  § 4 E A E E /'

H(E) F(E)UE)
- E,(T=0) —-

1 Z(E)

Figur 4.18: a) Kvantregim: kT < Ep(T = 0). Pauliprincipen styr hur
elektronerna fordelas pa tillstanden. b) Klassisk grins. Temperaturen har
Okat relativt i figur a), s att kT > Eprp(T = 0) Elektroner fordelas
termiskt pa tillstanden, och besdttningsgraden ar lag for alla tillstand.

blir sannolikheten fér besittning lag for varje tillstdnd i systemet
och endast da behover vi inte beakta Pauli-principen.

Vi kan ur detta resultat hirleda ett kriterium som Fermienergin

K2 (3 N\%3
Er(T=0)=52 <87rV>

méste uppfylla for att vi ska befinna oss i denna klassiska regim:

2/3
Er(T=0)< <477> kT eller FEp(T =0)<kT.
Detta ar villkoret for att kunna beskriva elektrongasen som en klas-
sisk gas. Vi kan alltsa genom att jamfora Fermienergin med den ak-
tuella temperaturen avgora om en kvantmekanisk beskrivning mha
Pauliprincipen ar nédvéandig eller ej. Fermienergier i metaller ligger
kring 5 eV och de temperaturer som ar nodvindiga for att syste-
met ska kunna beskrivas klassiskt ligger d& 6ver 58 000 K! Metaller
kréaver alltsa i regel en kvantmekanisk beskrivning.

Vi kan nu jamfora kvantregimen och den klassiska grénsen. Notera
att vi med klassisk resp. kvantmekanisk hér avser vad som styr hur
elektroner fordelas pa tillstand - temperaturen eller Pauliprincipen.

F(E)Z(E)




Approximation: F(E)
i klassiska regimen.

partialintegration

~ o~ E/KT
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Kvantregim: kT < Ep(T = 0). Elektronerna trings i de lagsta till-
standen, Pauli-principen &r vésentlig och begransar elektronernas
mojligheter att besitta tillstand. Vi méaste beskriva elektronerna
som en kvantmekanisk gas.

Vi kan berdkna medelenergin for elektronerna i gasen vid 7'=0 K
som

—38

EZB)F(E)E | EZ(E)E
0

Foy = - gEF (4.16)

=
o3

ZEFEEE [ 2(myE
0

dér vi nu méste anvénda fulla uttrycket for F/(E). Elektronernas (ki-
netiska) energi bestdms alltsé i gransen kT < Ep(T = 0) av vilket
tillstand inom fri-elektronmodellen de besétter. Temperatur paver-
kar fordelningen av elektroner mycket lite d&, som vi sett tidigare,
endast elektroner ganska nira Ep paverkas av en temperaturfor-
andring.

Klassisk grins: kT > Ep(T = 0). Ar detta villkor uppfyllt vet vi
att FI(E) < 1 for alla energier i systemet. Tillstanden i figurerna &r
desamma, men besittningen pé dem skiljer sig markant. Betraktar
vi ett specifikt tillstand i den klassiska regimen &r sannolikheten att
det ar besatt liten oavsett vilket tillstand vi rakar vélja. De besatta
tillstanden ligger alltsd mycket glest, elektronerna &r inte i vigen
for varandra nér det géller att besétta tillstanden.

Pauliprincipen har da ingen betydelse och elektronerna kan beskri-
vas som en klassisk gas dér elektronerna ar termiskt foérdelade pa
de olika tillstdnden. Deras medelenergi ges av %kT enligt ekviparti-
tionsteoremet (kapitel 2). Som bekréftelse pa detta kan vi berikna
medelenergin pa samma satt som i ekv 4.16:

[EZ(E)F(E)dE [ EVEe FP/FdE
Eu = 0 ~ 2

Z(E)F(E)dE - }OJE@—E/deE
0

o—g

[—(kT)e E/FT E3/2] ° 4 3T [ e~ E/M E24E
_ 0 = §kT
OfoefE/kTEl/2dE 2
0
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Den klassiska grinsen krivde att
h3

Er(My/kT _ M
2(2mmkT)3/2

n < 1.

Vi ser att om partikeltdtheten n ar stor, som i en metall, krévs i
princip mycket héga temperaturer for att né den klassiska grinsen.
Allmént ser vi att grinsen dven nas for lag partikeltdthet n och/eller
fér stor massa m. Elektrontédtheten kan t ex i en halvledare vara
mycket liten.

Exempel: Hur lag méste elektrontitheten vara for att elektronga-
sen skall kunna beskrivas klassiskt vid rumstemperatur?

2(2mmkT)3/?

3 =25x10%m™3

T=300K:n<
Elektronkoncentrationen i metaller dr, som vi har sett, flera stor-
leksordningar storre &n n ovan, och villkoret for klassisk grans ar
ddrmed inte uppfyllt. Valenselektroner i metaller maste beskrivas i
en kvantmekanisk modell. T halvledare kommer vi ddremot att kun-
na ha elektronkoncentrationer som é&r laga nog for att en klassisk
beskrivning ska vara rimlig, som vi kommer att se i kapitel 6.

I den klassiska gridnsen ser vi
ingen skillnad mellan bosoner och
fermioner, besdttningsgraden av
alla en-partikeltillstand maste
vara mycket liten. D& kan vi for
elektronerna bortse fran
Pauliprincipen, tva elektroner
kommer aldrig att konkurrera om
samma en-elektrontillstand.
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Figur 4.19: Endast elektroner
inom ett intervall ~ kT néra Ep
paverkas ndmnvéirt av en
uppvarmning. Dessa elektroners
energickning uppskattar vi till i
medel KT

Klassiskt resultat enligt
ekvipartitionsprincipen:

Cy = %k per elektron, féor N
elektroner blir Cy = %Nk: och for
en elektronkoncentration n blir
C'y per volymsenhet %nk
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4.8 Varmekapacitet

Vi sag i kapitel 2 att elektronernas bidrag till virmekapaciteten hos
fasta dmnen inte kan beskrivas av klassisk fysik. Vi ska nu titta
lite mer kvantitativt pa elektronernas bidrag till virmekapaciteten
med hjilp av frielektronmodellen, men fortfarande néjer vi oss med
approximativa resultat. I en elektrongas med N elektronernas ges
deras totala kinetiska energi vid T' = 0 av:
3
E(T=0)=N-Ey4 = gNEF

dér medelenergin per elektron E,, berdknades i ekv. 4.16. Endast
elektroner inom ett energi-intervall av storleksordningen k7" under
Er kommer att kunna exciteras termiskt - se fig 4.19. Under excita-
tionsprocessen &r deras energiokning i medel av storleksordningen
kT. Vi uppskattar da energin vid temperaturen 7' till

E(T) ~ E(T =0) + kT - Z(Ep) - kT

Dérmed kan vi &ven uppskatta elektrongasens virmekapacitet:

ok k*T

C= (= )| ~2Z(Ep) -k*T=N-3—
<5T> 1% e Ep

dar vi utnyttjat Z(Er) = %EﬁF som visats tidigare.

Viarmekapaciteten per elektron blir

k2T
~3_—_
Ccy EF

vilket Gverensstammer vil med ett mer noggrannt berdknat resultat:

72 k2T
cy = ———
VT 2 Ep
vars hirledning &r betydligt svirare.
Vi har d&

w2 k®°T 2 kT 3
eftersom kT/Ep < 1 vid vanliga temperaturer (kT ~ 15 €V vid
T = 300 K och typiskt Er ~ 5 eV!). En ledningselektron i en metall
ger foljaktligen ett bidrag till virmekapaciteten som &r storleksord-
ningen 100 ganger mindre dn vad en klassisk uppskattning ger vid
handen.
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Figur 4.20: Elektrongasens totala (kinetiska) energi som forst vid mycket
hoga temperaturer ndrmar sig det klassiska vérdet.

Figur 4.20 visar den totala energin hos elektrongasen, E, som funk-
tion av temperaturen. Forst vid mycket héga temperaturer, k1" ~
Ep, nirmar sig F(T) det klassiska virdet

3
Eiioss(T) = §NkT'

Observera att kT ~ Er innebar att T ~ 58000 K i metaller.

Vi har tidigare diskuterat i kapitel 1 och 2 att atomdra svingning-
ar bidrar till virmekapaciteten. Nir ngiomL> atomer svinger i 3
dimensioner motsvarar det att vi har 3ngmL° en-dimensionella
oscillatorer. Sa lange temperaturen &r hog nog, kan vi bortse fran
kvantiseringseffekter och behandla oscillatorerna klassiskt. Enligt
likaférdelningslagen bidrar var och en av oscillatorerna i medel med
kT till termiska energin, % ar potentiell energi, % ar kinetisk.

Energin (per volymsenhet) hos atomernas svingningar blir
Eatom = 3natom - kT

dar ngom ar atomkoncentrationen. Atomernas bidrag till virmeka-
paciteten blir da

atom 8Ea om
v :( o7 )

Denna relation kom man fram till empiriskt 1angt innan Boltzmann

= 3natomk‘.
v

hade utvecklat sina teorier och sambandet &dr kint som Dulong-
Petits lag (1819). Som synes domineras virmekapaciteten av det
atomaéra bidraget och valenselektronernas bidrag ar i metaller litet.




Den foljande diskussionen &r
mycket lik den tidigare analysen i
kapitel 2 dir vi betraktade
elektronen som en partikel.

Kom ihag
v(t) = v(0) — <EL

m
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AV, AV
% F=-e¢&
—_—
"y - Vy’
termisk jamvikt palagt elektriskt falt

Figur 4.21: I termisk jamvikt ar elektronernas medelhastighet noll. Vid ett
palagt elektriskt félt accelereras elektronerna och ror sig i medel med drift-
hastigheten. Notera att i denna bild, fran kapitel 2, da beskrev elektro-
nerna som termiskt fordelade i hastighet. Inom frielektronmodellen styrs
deras fordelning av temperatur eller av Pauliprincipen, se fig 4.22.

4.9 Konduktivitet - en andra gang

I den klassiska bilden av elektrongasen har elektroner slumpméssig
hastighet och riktning och det termiska medelvirdet av elektroner-
nas kinetiska energi ges av

EzékT
2

och vi beskrev gasen i termisk jimvikt och i ett elektriskt filt som
i figur 4.21.

Inom frielektronmodellen kan elektroner inte ha vilka hastigheter
och riktningar som helst - de tillatna tillstanden, dvs olika k, far vi
genom att 16sa Schrodingerekvationen och vilka av dessa tillstand
som ar besatta styrs av Pauliprincipen. Nu géller

p =mv =hk
och rorelseekvationen ar
dv dk
— =h— =F = —¢E.
ar T ¢

Kraften leder till acceleration men alltsd ocksa till en dndring av
vagvektorn enligt
eEt
h

Som i kapitel 2 behdver vi anta ndgon spridningsmekanism som

k(t) — k(0) =

bromsar elektronernas acceleration, dven om vi inom frielektron-
modellen egentligen inte kan ha nagon friktion. Elektron-elektron-
kollisioner kan visserligen férekomma men i en sddan process beva-
ras totala rérelseméngden och laddningstransporten paverkas inte.
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Men med tanke pa kristallens joner, atoméra sviangningar eller de-
fekter — som ju finns i en verklig metall — verkar det rimligt att
aterigen infora en kollisionstid 7 och vi far

k=T M
noond

Alla elektroner dndrar sin vagvektor med dk, dvs dndrar sin rérelse-

méngd med hok. Fermisfdren forskjuts i medel med dk i kraftens
riktning, i analogi med den klassiska bilden d&r alla hastigheter i
medel dndrades med drifthastigheten v;. Med

mvy = hok = —eET

far vi samma stromtithet som tidigare,

2
ne-t
m
Med Fermi-hastigheten som vi berdknar ur Fermienergin
m
Ep = —v2
F=5UF

kan vi nu bestdmma elektronernas fria medelviaglingd
= Vp - T.

Notera att fria medelviigldngden i den kvantmekaniska beskrivning-
en berdknas med Fermihastigheten vp! Fermisfirens forskjutning &r
mycket liten i férhéllande till Fermisfarens radie, allting hdnder né-
ra Fermisfirens yta. En elektron sprids fran ett tillstdnd nira Ep
till ett annat tillstdnd nira Ep, se figur 4.23. En elektron langre in i
Fermisfaren behover mycket energi for att hitta ett tillgingligt tomt
tillstand utanfér Fermisfaren och har alltsd mycket liten mdjlighet
att spridas. Likasa kan en elektron vid Fermisfdarens yta inte spridas
till tillstand langre in i Fermisfiren, da dessa tillstand med mycket
stor sannolikhet redan ar upptagna.

For koppar kan vi ur resistivitetsdata bestdmma fria medelviglang-
derna

300K:7~10 s 5 /l=vp-7~10%m>a

TOK:7~107%s 5 l=vp-7~100"m>a

Vi ser att fria medelvigldngden kan vara bra mycket storre dn ty-
piska atomavstind a i kristallen, sérskilt vid 1aga temperaturer. Det
verkar alltsd som att ndrvaron av jonerna, dvs den statiska perio-
diska potentialen, i sig inte leder till spridning.

Om nu den statiska periodiska kristallen inte sprider elektroner-
na méste vi identifiera andra spridningsmekanismer. Det visar sig

Figur 4.22: Fermisfiren forskjuts
ur sitt jaimviktslige med dk,
elektronerna far en drifthastighet
Vd.

ﬂk
z

Sk

K k

Figur 4.23: Spridningsprocesser
involverar framfor allt elektroner
nédra Fermienergin.

ph: phonon eller fonon -
vibrationskvanta i kristallen.
imp: impurity dvs orenhet eller
defekt i kristallen.



Varfor adderas inversa
kollisionstider for att bestdmma
den sammanlagda kollisionstiden?
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att bade atomernas termiska svangningar kring sina jamviktslédgen
(1pn) och defekter i kristallstrukturen (7yp) bidrar, det &r alltsa
avvikelser fran den periodiska potentialen som &r viktiga har,

1 1 1

Tph Timp

Experimentellt finner man
p=p(T)+po  (Matthiessens regel).

Eftersom energin hos atoméra svingningar 6kar med temperaturen,
Eatom ~ T(se nedan) kan vi anta att

1
Tph ~ =

T
och dédrmed blir p(T") ~ T'! Mer om spridning i kapitel 6.

Slutsatsen, att en periodisk struktur inte leder till elektronspridning
men att en stérning av periodiciteten gor det, bekréaftas néir vi jam-
for resistivitetsdata hos legeringar och de ingaende rena metallerna.
Sa hittar vi t ex resistiviteterna for

platina (Pt) p = 9,81 - 1078 Qm och for
rodium (Rh) p=4,3-107% Qm vid T' = 300 K.

En legering ddremot som bestar av platina och 10% rodium har
resistiviteten p = 18,7 - 10~ Qm!
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4.10 Slutsatser

Inom frielektronmodellen kan vi forstd varfér valenselektronernas
bidrag till virmekapaciteten nést intill férsvinner vid alla tempera-
turer under smaltpunkten, dvs sa lange metaller ar kristaller.

Analysen av ledningsférméagan i metaller antyder att fria medelvég-
ldngden dr mycket storre dn atomavstandet. Vi drar slutsatsen att
den statiska strukturen inte sprider elektronerna.

Framfor allt har vi med frielektronmodellen och lite kvantmekanik
tagit ett forsta viktigt steg mot att forsta elektronstrukturen i fasta
material. Det kvarstar dock fortfarande vissa stora problem.

Metaller - Isolatorer: Olika material uppvisar férvanansvirt sto-
ra skillnader i ledningsférmaga.

Al (15%25%p53s%p) med tre valenselektroner &r en metall, Si (1s?2s*p%3s2p?)
med ytterligare en valenselektron dr en halvledare (isolator). Borde
inte Si leda dnnu béattre?

Ej heller kan vi &nnu férklara

Halleffekten: 1 vissa fall &r Ry > 0 vilket tyder pa att laddnings-
béararna ar positivt laddade?!



2 2 2 2
ne =mng +ny, +n;
—1 h2n2
K 2mL?
N
s My ORI
7 sgegreccce
’ tIliNGNLl
/ TllliiINNT:
/ EESESSZ43 WK
I 2SRRI $5
| I n
\ n /i
\ /
\ E /
My N Z 7 E+dE
\___/

Figur 4.24: Varje punkt
(ng,ny,n.) motsvarar ett tillstand
med energi E = n?/K, eller tva
tillstand om vi inkluderar spinn.
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4.11 Tillstandstathet igen - nu med fixa rand-
villkor!

Tidigare hérledde vi tillstandstitheten for tillstind som uppfyller
periodiska randvillkor. Vi hoppas forstas att vart val av randvillkor
inte har alltfor allvarlig inverkan pa de resultat vi far - tillstandstéat-
heten dr ju vad den &r i ett verkligt prov av t.ex. natrium, oavsett
vad vi hittar pa4 med avseende pa randvillkor.

Vi gbr om proceduren, men anvinder nu vagfunktioner som uppfyl-
ler fixa randvillkor, dvs tillstdAnden och egenenergierna i en oéndligt
djup tredimensionell kvantbrunn.

h2n? n?

_ 2 2 2 _
B= g ma tm ) =5

Tillstandstétheten, Z(F), &r definierad som antalet tillstind per
energiintervall. Tre godtyckliga heltal (ng,ny,n.), dvs en punkt i
figur 4.24 identifierar ett tillstand med energi E = n?/K.

Antalet tillstdnd inom en sfar med radie n ges av sfarens volym

Eftersom F = n?/K kan vi ocksé skriva
S(E) = AT g2 v,
3

Detta &r antalet tillstind inom den heldragna sfiren i figur 4.24,
dvs antalet tillstand med energier mellan 0 och E.

Tillstandstatheten ges sedan, som tidigare, av

dér dS(E)dr antalet tillstand inom det sfériska skalet, mellan den
heldragna och den streckade sféren i figur 4.24. Detta skal motsvarar
energiintervallet dE.

Nu maste vi komma ihag att fér fixa randvillkor &r bara positiva
vagtal och positiva kvanttal relevanta. Vi far alla distinkta tillstand
om vi endast betraktar positiva n. Vi tar hénsyn till detta genom
att bara rikna tillstdnden i en kvadrant, dvs i 1/8 av sfaren. Slutli-
gen inkluderar vi dven elektronens spinn genom en faktor 2. Varje
vagvektor motsvarar ju tva tillstadnd, tva elektroner kan ha samma
vagvektor bara de har olika spinn. Vi far da

S(E) = SK¥EY
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och tillstandstatheten blir

dS(E) w4 L3 2m

Z(E) = —— = —K32EYV? = —_(Z=)32VE
=" =3 22 n? VE

vilket dr exakt samma resultat som vi erh6ll genom att betrakta de
energitillstand vi fick d& vi 16ste Schrédingerekvationen foér perio-

diska randvillkor.

4.12 Uttradesarbete

Elektroner i en metall kan frigéras om vi belyser metallen med (van-
ligtvis ultraviolett) ljus (fotoelektriska effekten). Den emitterade
elektronens maximala kinetiska energi ges av

E" = hw — e

kin
dar e¢ ar uttridesarbetet hos metallen.

Uttrddesarbetet &r den minsta energin som kravs for att frigéra en
elektron fran metallen. Vakuum-nivan &r energin hos en elektron i
vila som inte kiinner av metallens nidrvaro. En elektrons potentiella
energi pa grund av makroskopiska elektriska potentialer brukar man
dock inkludera i vakuum-nivan.

4.13 Overgang mellan tva metaller med olika
uttridesarbeten

Ferminivén - eller kemiska potentialen - ar en storhet som karaktari-
serar ett system i termisk jimvikt. Tva system &r i termisk jamvikt
med varandra om Ferminivéerna (och temperaturerna och trycken)
ar lika.

Nér tva metaller med olika Ferminivaer satts i kontakt med varand-
ra, kommer elektroner att ga fran metallen med hogre Ep till den

A
Eiin .
y ho vakuum-niva
ed
Y Ep

Uttriddesarbete: eng. work
function
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vakuum-niva

ed, ed,
s Ep,
Epyromomoos N
X
’(/
—
¢ 77777777777 B vakuum-niva
ehr-ep
i ed,
ed,
2 —— RAY)S
+ f—
+ f—
+ - X
+ f—
7

med ldgre Er, fran vinster till hdger i figuren. Detta resulterar i
en positiv nettoladdning néra ytan av den vinstra metallen, och en
motsvarande negativ laddning néra ytan av den hogra metallen.

Dessa laddningar leder till ett elektriskt falt som pekar &t hoger,
dvs en kraft som verkar pa elektronerna riktad at vénster. I termisk
jamvikt forhindrar denna kraft ett ytterligare elektronflode genom
gransytan. Dessa ytladdningar leder - som i en vanlig plattkonden-
sator - till en potentialdifferens mellan de tva metallerna som for-
skjuter Ferminivaerna sa att g blir lika med Epg samt forskjuter
dven vakuumnivan. Potential-differensen kallas kontaktpotential.
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4.14 Termisk elektronemission

o—p
vakuum-niva

ed

X
——

Om elektroner har tillrdcklig kinetisk energi pa grund av sin ter-
miska rorelse kan de limna metallen. Men de maste férstas ocksa
rora sig i ratt riktning, dvs mot ytan.

En elektron kan ta sig 6ver ytbarridren om

0 0
Pr o P20 _ gy e,
2m  2m

dvs om dess rérelseméngd i x-riktningen &r stérre dn p,o som be-
stdms av metallens Fermienergi E'r och uttrddesarbete e¢. Detaljer-
na av analysen aterfinns i ett appendix, hir ndmner vi bara slutre-
sultatet, ndmligen att elektronernas fléde ut ur metallen ger upphov
till en stromtithet

Aremk? 2 _e
_ ek —ep/kT
J = 13 T<e
Denna stromtathet ar starkt temperaturberoende. Vill vi t ex i
ett vakuumror uppné en viss elektronstrom mellan katod och anod
anger sambandet hur mycket vi behdver virma katoden, dvs vilken
temperatur som krévs.
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Kapitel 5

Bandstruktur

Fri-elektronmodellen formar inte skilja pa isolatorer och ledare. Vi behéver modifiera var modell
och ta hinsyn till kristallens periodiska struktur: vi introducerar ndstan-fri-elektronmodellen. Vi
studerar sdledes effekten av en periodisk potential pa elekirontillstinden. Vi finner att planva-
gor for wvissa vaguektorer kan refiekteras av potentialen. Det kan dd bildas stdende vagor vars
sannolikhetstdthet varierar i rummet vilket leder till olika potentiell energi hos tillstanden. Band-
gap uppstar. De flesta vagor anpassar sig till den nya situationen och beskriver elektroner som
med konstant grupphastighet ror sig genom kristallen. Vi far band med tillitna tillstand. Ro-
relseekvationen anger hur elektronernas wvagvektor dndrar sig under inverkan av en yttre kraft.
Bandstrukturen ger oss nu mdjlighet att skilja pd metaller och isolatorer. Kan ett ytire filt dstad-
komma en fordndring i elektronernas férdelning pa tillstanden, sd att fler rér sig at ett hall dn
it ett annat, dr kristallen en metall. Astadkommer ett filt ingen forindring har vi en isolator.
Detta betyder att metaller har delvis fyllda band, isolatorers band dr helt fyllda eller tomma.

5.1 Frielektronmodellen (FEM) - en pamin-
nelse E

FEM &r utgangspunkten for den foljande diskussionen av elektroner
i en kristall. Den &r da var nollte approximation till “verkligheten”
vilket vi markerar med ett superskript “0”.

h2 d2¢0 0

0,0 _ 0
H'¢" = 2m dx? =E¢

Vi véljer att anvinda periodiska randvillkor och l6sningarna blir

k

Figur 5.1: Frielektronparabeln

h2k2
:2m

() = ik / () 2de =1 B
L

som &r normerade Over kristallens langd L. Periodiska randvillkor
ger oss dven de tillatna vagvektorerna.

2
k:%n
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i —_ = _ — - =
} valens-
elektroner
-

Na

I I I >
-a 0 a X

Figur 5.2: En liten Na-metall med tre atomer. Atoméra potentialer visas
som streckade tunna linjer. Den fulla potentialen erhalls genom super-
position av atoméra potentialer och visas som en tunn heldragen lin-
je. FEM motsvarar den tjocka streckade potentialbrunnen. En periodisk
modellpotential visas som en tjock heldragen kurva.

Vagvektorn k£ (tillsammans med spinnet) specificerar entydigt ett
elektroniskt tillstand. Dessa 1osningar adr samtidigt egenfunktioner
till rérelseméngdsoperatorn,

d 0

pd® = —in % _ hke®. hk = m = p

dx
I varje tillstand har bade energin och rérelseméngden ett entydigt
virde och ldget maste d& vara obestémt.

5.2 Introduktion till nastan-frielektronmodellen

Nér vi nu vill forsoka forbattra var modell, dvs g ldngre dn fri-
elektronmodellen for att t ex forsta skillnaden mellan metaller och
isolatorer, ligger det néra till hands att ta hénsyn till att elektron-
erna i en kristall faktiskt kiinner av jonerna i kristallen, vilket vi
helt har ignorerat inom FEM. De ror sig da i en potential och i en
kristall d&r denna potential periodisk, se figur 5.2.

Inom frielektronmodellen skrev vi 16sningarna pa formen ¢° ~ e?**.

For dessa funktioner ir sannolikhetstitheten [¢%(z)|? konstant, dvs
sannolikheten att hitta elektronen i ett visst intervall Az ar {or alla

For en periodisk V(z) kommer tillstand oberoende av .
elektroner i vissa tillstand att

foredra “dalarna” i potentialen I nérvaro av en periodisk potential forvintar vi oss att sannolikhets-

och undviker potentialtopparna, tdtheten modifieras sa att den pa nagot sitt aterspeglar kristallens
medan elektroner i andra periodiska struktur, dvs |¢%(z)|? # konst. Bara en enstaka planvig
tillstand foéredrar att vara “pa kan d& ej lingre vara en 16sning till Schrédingerekvationen.
toppen” som vi kommer att se

nedan. For att diskutera bindningen i kristaller brukar man vanligtvis, sér-

skilt inom kemin, utgé fran lokala interatomira bindningskrafter.
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Man talar da t ex om kovalent bindning eller jonbindning. I den
kovalenta bindningen tdnker man sig att grannatomer delar pa par
av valenselektroner och ddrmed uppnar ddelgaskonfiguration som i
diamant eller kisel. I jonbindning, & andra sidan, férutsidtter man
att en eller flera elektroner har gatt 6ver fran en atom till en annan,
som t ex i NaCl, och att jonerna sedan binds ihop av elektrostatis-
ka Coulombkrafter. I bigge fallen beror bindningen visentligen pa
den lokala férdelningen av valenselektronerna i rummet, dvs valens-
elektronernas sannolikhetstathet uppvisar kraftiga variationer som
ligger helt utanfor fri-elektronmodellen.

Innan vi behandlar den formella losningen till Schrodingerekva-
tionen som inkluderar en periodisk potential, forsdker vi med lite
intuition komma fram till vad vi borde foérvinta oss. Lat oss ut-
gd fran foljande situation. En elektron befinner sig i ett tillstand
vars vagfunktion ar en plan vig — som i frielektronmodellen. Men
nu later vi elektronen rora sig i en periodisk potential. En liknande
situation moéter vi nér en ljusstrale triffar ett optiskt gitter. Om lju-
sets vaglangd ar av samma storleksordning som gitterkonstanten,
dvs avstandet mellan spalterna, kan stralen brytas av gittret, vi ob-
serverar interferens. Lat oss nu titta lite ndrmare pa dessa optiska
interferenser innan vi atergar till elektronen.

5.2.1 Rontgeninterferenser

Nér rontgenstralningen hade upptéckts och man ville pavisa stral-
ningens vagkaraktir — och i s fall dven bestdmma dess vaglingd
— behévde man ett gitter med gitterkonstant @ ~ 1 A = 0,1 nm.
M von Laue foreslog da 1912 att man borde kunna anvinda kristal-
ler som gitter. Hade man vil bestdmt vaglingden med hjilp av en
kénd kristallstruktur, kunde stralningen sedan anviindas for att stu-
dera andra, &nnu ej kartlagda kristallstrukturer, en metod som far
och son Bragg framgangsrikt utvecklade. Denna réntgeninterferens
anvinds fortfarande for strukturbestdmningar.

I en enkel bild tdnker vi oss att atomerna i en kristall ligger i plan
som i figur 5.3. Vi antar att varje plan — som en halvtransparent
spegel — reflekterar en liten del av stralen, den stérre delen sldpps
igenom. For att de reflekterade stralarna fran férsta och andra pla-
net skall interferera konstruktivt, dvs efter reflektionen vara i fas
med varandra, maste deras vigskillnad vara ett helt antal vaglang-
der. Detta formuleras som

Braggs lag: 2asinf = nA

Notera att detta krav &r mycket selektivt, for en godtycklig in-
fallsvinkel — och givna a och A — blir det i allménhet destruktiv

Elektronvagor

Pbge s

Kristallpotential

I harledningen av Braggs lag och
nér vi betraktar optiska gitter
antar vi att spridningen ar
elastisk, dvs att stralningens
vaglingd inte dndras. Innan
partiklarna (fotoner, elektroner,
...) traffar kristallen har de en
viss energi och vi studerar de
partiklar som efter spridningen
ldmnar kristallen med samma
energi.

—@ L 4 @ L 4 o*—

Figur 5.3: Vigskillnaden 2asin 6
mellan de tva reflekterade
stralarna méaste vara lika med ett
helt antal vaglangder for
konstruktiv interferens.



Elektroner anvinds framst for
ytstudier - de kan inte trénga in
sa djupt i kristallen eftersom de
vixelverkar kraftigt med
kristallens laddningar.
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interferens mellan de reflekterade stralarna. Man brukar da t ex se
till att kunna variera 6, antingen genom att rotera kristallen eller
att ha provet i pulverform dér kornen &r slumpartat orienterade
s& att interferensvillkoret dr uppfyllt for vissa kristallina korn. Vid
normalt infall, § = 90°, ger Braggs lag 2a = nA,

A= %“ eller k= 27” = gn (5.1)
Roéntgenstralningen trénger in djupt i kristallen, manga reflektera-
de vagor interfererar, diffraktionsmonstret blir mycket skarpt. Men
dven partiklar, som ju uppvisar viagegenskaper, kan Bragg-reflekteras,

exempelvis elektroner och neutroner.

Vi noterar sammanfattningsvis att en vag i ett periodiskt medium
kan spridas, dvs det uppstar interferensménster, och att denna
spridning styrs av strikta krav eller urvalsregler.

5.2.2 Tillbaka till elektronen

Om nu en elektron reflekteras betyder det att den dndrar sin vagvek-
tor, t ex k — k’ som i figur 5.3. Ligger vi en elektron i ett tillstand
som beskrivs av en viss planvag och later den réra sig i en periodisk
potential s& kan vi senare dven hitta den i andra planvagstillstand.
En enstaka planvig kan dirmed inte vara en stationir 16sning.

Vi forenklar problemet till att vara en-dimensionellt. Vi tdnker oss
da att planvagor ror sig i en en-dimensionell kristall, dvs ett pérl-
band av atomer med avstand a fran varandra. De planvigor som
kan underga stark Braggspridning ar de vars vaglangd, och ddrmed
vagtal, uppfyller Braggvillkoret f6r normalt infall (ekv. 5.1). Vi har
da t.ex. planvagorna

ei(ﬂ/a)at och e—i(ﬂ/a)a:

som Braggreflekteras av potentialen fran atomerna. En elektron som
initialt driforsta (andra) vagfunktionen kan &terfinnas i andra (fors-
ta) vagfunktionen. Vi vet inte ldngre i vilket tillstdnd den &r och
vi far anta att elektronen befinner sig i en superposition av de tva
olika tillstanden.

Initialt hade vi tva tillstand (de tva planvigorna) och nér vi nu tan-
ker oss att potentialen mizar eller kopplar thop de tva planvagorna
s& maste vi fortfarande ha lika manga tillstand - vi tar inte bort
eller lagger till tillstand, vi bara blandar en uppséttning (tva styc-
ken) tillstand till en ny uppsattning. Vi kan bygga tvi nya tillstand
av de tva planviagorna:

cos(Zx)
sin(Zx)

EESYE]

b ~ ei(ﬂ/a)x 4 e—i(ﬂ'/a):z:N{
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Dessa tva nya vagfunktioner dr stdende vagor, till skillnad fran de
gaende planvagor vi startade med.

For att ta reda pa var i kristallen elektroner som besétter de tva
olika tillstinden finns, far vi hitta sannolikhetstiitheterna |¢|%. San-
nolikhetstatheterna tillsammans med potentialen visas i figur 5.4.
Vi ser att en elektron i det ena tillstandet (fig A) har hog sanno-
likhet att befinna sig 6ver topparna i potentialen, medan det andra
tillstandet (fig B) innebér stor sannolikhet att elektronen befinner
sig vid potentialens dalgangar. Vi kan da ana att dessa tva tillstand
far olika potentiell energi. I frielektronparabeln bor det da 6ppnas
"gap” vid de vagtal som ges av Braggvillkoret (ekv. 5.1).

Vi kan resonera oss fram till samma slutsats pa ett alternativt sétt,
utan att hénvisa till Braggreflektion.

Utan nagon periodisk potential ar alla 16sningar av formen
¢ ~ Ae™™® 4+ Bem*® eller ¢ ~ Csin(kz) + D cos(kz)

likvirdiga losningar till Schrodingerekvationen med samma energi.
Vi viljer vanligtvis exponentiallgsningarna med (A4,B) = (1,0) el-
ler (0,1) som ju beskriver elektroner som befinner sig 6verallt med
samma sannolikhet. Vagfunktionerna ovan representerar dock vag-
funktioner som i allm&nhet dr periodiskt varierande. Utan potential
verkar det rimligt att energin dr oféréndrad &ven om sannolikhets-
tatheten varierar periodiskt i rummet.

Om vi nu lagger till en periodisk potential sa kan vi fortfarande an-
ta att vagfunktionernas energi ar opaverkad for vagfunktioner med
sddana k-virden att vagfunktionernas periodicitet inte Gverensstam-
mer med perioden hos potentialen, eftersom elektronerna for vissa x
lokaliseras vid en potentialgrop och for andra = vid en potentialtopp
och att det totalt inte blir ndgot bidrag till den potentiella energin.
Enbart vid de k-viarden dér periodiciteten i sinus- och cosinusfunk-
tionerna Overensstidmmer med den hos potentialen far vi overallt
en situation som i figur 5.4, déir cosinusfunktionen motsvarar lo-
kalisering kring potentialgropar medan sinusfunktionen motsvarar
lokalisering kring potentialtoppar. Detta &r precis d& k = n7/a.

I de f6ljande avsnitten ska vi fordjupa denna kvalitativa diskussion.

.2 T
A) A sin”(zx)
\\_a /// \\a
‘r\\\ //// T\\\\ x
i 2.1
B) cos (7x)
7/ \\
-‘a Y N ‘a
\\ /// \\\ // x
V
-a a
T ‘ T P

Figur 5.4: Sannolikhetstétheten
for de nya tillstanden samt
potentialen. I figur A och B
markerar de tunna streckade
linjerna ¢ medan de heldragna
markerar |¢|2.



V(z) = 0 ger frielektronmodellen.

For modellpotentialen géller
Jy V(z)dz = 0.

99(x)

L

99(x)

Figur 5.5: Tillstanden ¢{(x) och
#9(x) ér inga egentillstand till
Hamiltonoperatorn med periodisk
potential, deras energi ar ej
véldefinierad. Detta innebéar att
en elektron kan spridas fran ett
fri-elektrontillstand till ett annat
dven om tillstandens fri-elektron-
energier — som nu, nir vi
inkluderar en periodisk potential,
endast dr parametrar utan
omedelbar fysikalisk betydelse —
ar olika.
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5.3 Nastan-frielektronmodellen

5.3.1 Antaganden och ansats

Vi néjer oss hir med att betrakta problemet i en dimension, vid
behov kan vi alltid extrapolera till tre dimensioner. Vi ska nu forsoka
fa en uppfattning om wilka tillstand och energier som finns i vart
system da vi har en periodisk potential. Senare ska vi diskutera
vilka av dessa tillstdnd som &r besatta av elektroner.

Kristallstrukturen introducerar en periodisk potential
V(z)=V(z+a)

dér a &r avstandet mellan atomerna. Schrédingerekvationen i en
dimension lyder:

[ E v} o) = Bolw

 2m dx?

For att studera vilken effekt en periodisk potential har pa elektro-
nerna i en kristall, betraktar vi nu en enkel modellpotential i en
dimension:

V(z) = —Vj cos (i%) (Vo > 0)

Vi tanker oss att potentialgroparna representerar de attraktiva po-
sitiva jonerna som ligger pa avstandet a ifrén varandra. Med N,
atomer blir kristallens langd

L = N,a

och vi forutsitter periodiska randvillkor nér vi loser Schrédinge-
rekvationen.

Denna modellpotential &r “snéll” och uppvisar t ex inte Coulomb-
potentialens singuléra beteende néra kéirnorna. Men var kvalitativa
analys kommer dnda att lata oss forsta de visentligaste aspekterna
hos elektronstrukturen i fasta material.

Vi forutsitter i det féljande att potentialen &r “svag”, dvs att den
motsvarar en storning som endast svagt fordndrar FEM-resultaten.
Dérfor utgar vi ifran elektroniska tillstand i form av plana vagor och
studerar hur dessa modifieras av den periodiska potentialen, dvs vi
betraktar ndstan-frielektronmodellen.

Vi ténker oss foljande situation. En elektron beskrivs av vagfunk-
tionen

¢ (x) =

eik‘lx

Sk
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som &dr en 16sning till frielektronfallet men som inte dr en egenfunk-
tion i nérvaro av en periodisk potential. Vi rdknar nu med att denna
elektron kommer att kunna Bragg-spridas av potentialen. Lat den
efter spridningen t ex beskrivas av vagfunktionen

1
0 _ ikox
x) = —=e"?".
Direfter kan den mycket vil spridas tillbaka till ¢)(x) (eller nagot
annat tillstand). For enkelhets skull begrénsar vi analysen hér till
dessa tva vagfunktioner.

Vagfunktionerna ¢9(x) och ¢9(x) beskriver tvh mojliga icke-stationéra
tillstand for var elektron, tillstinden kopplas av potentialen, dvs
elektronen kan spridas mellan tillstdnden. En stationér 16sning bor
omfatta bagge mdjligheter, dvs pa nagot sitt innehalla bigge vag-
funktioner.

Vi tar hansyn till kopplingen genom att gdra ansatsen

¢x) = 16} (2) + 20 (2) (5:2)

dér ¢(z) dr en approximativ 16sning till den tidsoberoende Schro-
dingerekvationen

Ho = E¢. (5.3)

Hamiltonoperatorn innehaller nu, férutom den kinetiska energin,
aven den periodiska potentialen V(x),

H——ﬁiﬁ+V(y4P+VU
 2mda? T = v

Operatorn H?, som inom FEM ger elektronens totala energi:
0.0 0 .0
H ¢1(2) = E1(2)¢1(2)7

ger nu endast elektronens kinetiska energi. D& vi har V(x) # 0 finns
ju mojligheten att elektronen ocksd har potentiell energi, till skill-
nad fran vad den kan ha inom fri-elektronmodellen. Totalenergin
kan nu alltsa skilja sig fran den kinetiska energin.

5.3.2 Losning av SE med periodisk potential

En 16sning till vart problem &r funnen nér vi har bestdmt koeffi-
cienterna c¢; och co i ekv. 5.2 samt de tillhérande energierna E i
Schrédingerekvationen 5.3.

For att ta fram ett ekvationssystem for koefficienterna c; och ¢y
sétter vi in ansatsen i Schrédingerekvationen;

H(c16) + c2¢9) = E(c19] + cady).



Vi forutsitter att
vagfunktionerna uppfyller
periodiska randvillkor, dvs

27

ki = —n;.

T
Integralen 6ver kristallens langd
L blir med ny # no

L .
/ e—z(kl—kg)zdx —
0

L
:/ e—i%’(nl—ng)mdx —
0
efi%"(nlfng)L -1
= = 0
-2
—i=E(ng — ny)

(%)

C =

2

Har utnyttjar vi att

/Oa V(z)dx = /OL V(x)dx =0

for den potential vi har valt.
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Sedan multiplicerar vi fran vinster med ¢{" (komplezkonjugat) och
integrerar 6ver kristallens ldngd L.

L * L *
/0 & H(erd + e da = /0 & B(c16? + cad)de

Ekvationens vinstra sida blir

L L
e / ¢ Hp\dx 4-co / ¢ Hpdx
0 0

H11 H12
= Hije 4+ Hiseo

L
/O 6V H(e1d9 + c20d)da

och ekvationens hogra sida blir

L
/ ¢(1)*E(Cl¢(1) + co¢9)dx = Ee;.
0

Hér utnyttjade vi att vagfunktionerna &r normerade
L *
| ot otan =1
0

och att tva vagfunktioner ar ortogonala

L L
« 1 < lomk; =k
0* ,0 _ —i(k1—k2)x _ 1 2
/0 o1 dadz L/O © du { 0 om ki # ks

Déarmed har vi hittat den forsta ekvation som vi behdver for att
bestdmma ¢; och ¢s.

Hiyic1 + Higeg = By

En andra ekvation fér att bestimma koefficienterna far vi nér vi
upprepar stegen ovan, dvs multiplicerar Schrodingerekvationen med
gbg* och integrerar Over kristallens ldngd. Detta ger

Hajcr + Hopep = Ecg

Vi sammanfattar dessa tva ekvationer pa matrisform
Hyy H12><01) <01>
=F 54
< Hy1 Hao C2 C2 (54)

Innan vi kan 16sa detta egenvirdesproblem, dvs bestdmma egenvér-
dena E och egenvektorerna c, maste vi forst berdkna matriselemen-
ten H;; som &r integraler.

Matriselementet Hy; berdknar vi enligt
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Lo I ;
Hyy = / ¢} Hodw = — / e MTHeM dy
0 0

L
R R O ey -
— —1k1T k1T — — E
L/o e {Qm + V(x)} " dx Dy 1

och pa samma satt far vi

L L
* 1 ) .
Hyp = / ¢5 Hohde = / e M He™  dy
0 L Jo

_ th% _ ES
2m

Diagonalelementen Hp1 och Hoo &r inget annat &n tillstandens fri-
elektronenergier. Vi kan betrakta dessa energier som elektronernas
ostorda energier som “stors” av en periodisk potential. Vi kallar vart
tillvigagangssatt for storningsrikning eller storningsteori (perturba-
tion theory).

I integralen

L L
* 1 ) )
Hiy = / <Z>(1) H(;Sgdac = / e*lka(m’)eZk”da}
0 L Jo
skriver vi ldmpligen om potentialen pa formen

2 _V ;2 .o
V(x) = —Vpcos <§x) = TO (el%x + 672%‘%)

L
. -2 - 27 .
H12 — _/ e*lkliﬂ (6171‘ + 671796) ezkg:ﬁdx _
0

L L
— _El / efi(klf%*lﬂ)l'dx + / e*i(k1+%*k2)xdl‘ —
2L\ Uy )

{ —?Omklzkgi%r

0 annars

Slutligen far vi ocksé

1 L .
Hy = / e~ kY () eth1®dy =
L 0

1 L . *
= <L/0 elkle(w)elk”dac> = Hiy = Hjs.

Resultatet ovan, att Hoy = His # 0 endast om &y och ko skiljer sig
med %”, betyder att endast under denna forutsittning kan potenti-
alen koppla de tva tillstdnden. Fér en planvag med ett givet ky finns

Eftersom

d2

ikx __ k2 ikx
— = —k%e
dz?

e
forsvinner termerna som
motsvarar kinetiska energin i Hi,
pa grund av vagfunktionernas
ortogonalitet.

cosa = 2(e' 4 ei)

Integralen kan l6sas pa samma
sétt som ortogonalitetsintegralen
ovan.
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Figur 5.6: Tva tillstand vars
vagtal skiljer sig med 2 kan
kopplas av potentialen. Den
streckade linjen ar frielektron-
parablen.

Vi ser att om potentialen
férsvinner, dvs Vo = 0, ges
energiegenviirdena E av EY och
EY, vi ir tillbaka i
frielektronfallet.

En trivial 16sning vore

()
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det alltsd endast tva, eller som vi ska se senare nigot fler, planva-
gor med véagtal ko som var planvig kan mixas med till nya tillstand.
Potentialen dr mycket selektiv i valet av tillstdnd den kopplar!

Denna urvalsregel innebér en enorm foérenkling av vart problem.
Antag att vi forsoker oss pa en allmén utveckling av den sokta
vagfunktionen i fri-elektronvagfunktioner och bérjar var utveckling
med vagvektorn k; , da behover vi inte ta med andra vagvektorer
ko &n de som ges av

2
ko = ky &+ -~
a

Vi kinner igen fran var inledande kvalitativa diskussion att fri-
elektrontillstdind med k = 7/a kopplades till k = —m/a av potentia-
len. Vi ser nu att detta forsta fall &r en delméngd av resultatet ovan
- inte bara k = +(m/a) utan alla par av frielektrontillstand vars k-

varden skiljer sig med 27 /a kopplas till nya tillstdnd i ndrvaro av
potentialen.

Ekvationssystemet (5.4) kan nu slutligen skrivas som

< 50?/2 _208/2 > ( 2 ) = E( Z; ) (5.5)

E)—E —Vy/2 ) _o
~Vo/2 ES—E ca )
For att matrisproblemet ska ha icke-triviala losningar — eller egen-

vektorer ¢ — krivs det att koefficientmatrisens determinant forsvin-
ner. Ur detta krav best&mmer vi da energiegenvirdena F och finner

0 0 0 _ p0y2 2
E:El—gEQi\/(El 4E2) +(‘;°) (5.6)

eller

5.3.3 Resultat for olika val av &

Vi betraktar ett par olika fall. Forst tittar vi lite ndrmare pa fal-

let dér fri-elektronenergierna hos de tva frielektrontillstand vi later

blandas av potentialen #r lika, dvs EY = EJ. Energierna E blir

(genom inséttning i 5.6)
Vo

E=E)+

> (>0

Végvektorerna hos de tva kopplade tillstanden dr (se figur 5.7)

2
ki=2 och  hy=k — L =_T
a a a
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- nagot annat val av k1 och ko finns inte om vi betraktar frielektron-

tillstand med samma frielektronenergi. lom dessa val av k betraktar E .
vi alltsa tillstanden
() = cre'a® + cgeta” \ /
\ K
For den ligre energin, By = EY — %, foljer efter inséttning i ma- <v—\\n\ $—
trisproblemet N\ / v
kz\\ ,'/ kl
= —n/a nla k
och dérmed vagfunktionen Figur 5.7: Tillstanden med
vagvektorer - och —2 kopplas av
1 it —iTy 2 T potentialen. Bigge tillstanden
1) = 2L (e e e ) VL €08 (gm) har samma frielektronenergi

272
th med k = Z.
m a

For den hogre energin, By = EY + %, far vi

Cy = —(C1 och

) = = (¢ - 5 = [ i (Ta)

Bada vagfunktionerna ar stdende vdgor. Faktorn som ger tidshero-
endet,

B
67th,

kan inte dndra pa det faktum att noderna ligger still.

Viara ursprungliga fri-elektrontillstand (¢} och ¢9) var egenfunktioner
till rorelseméngdsoperatorn och hade rérelsemingden p = hk. Hur
ar det med vira nya approximativa l8sningar, ¢ och ¢27 Later vi
rorelseméngdsoperatorn verka pa de 16sningar vi fann i nérvaro av
en periodisk potential far vi t ex fér funktionen ¢

d 2
pér = —in %P — ki | 2 sinka = hkos (k: - 5)
dx L a
Vagfunktionerna ¢, och ¢ ar saledes inte egenfunktioner till p. En
métning av rorelseméngden ger da en fordelning av resulterande
viarden, vars medelvdrde ges av vantevirdet.

Vinteviirdet av operatorn p i tillstdndet ¢1 blir Vi kallar fOL ¢* Addr vintevirdet
av operatorn A i tillstandet ¢.
L L
2 us T
/ o1 pprde = / cos(—x)p cos(—z)dx
0 L Jo a

a
9 (L
= ihkL/O cos(gzv) sin(gx)dac =0
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vilket 6verensstimmer med det faktum att ¢1 (och ¢9) ar stdende

L2, T
A \ = S
) sin”( 7x) vagor.
N . Tittar vi nu ndrmare pa vara losningar sa ser vi att de tva vagfunk-
~ 7 N . . . .
AN P N X tionerna ¢ och ¢ har olika sannolikhetstatheter.

Vagfunktionen ¢o = z\/% sin kx (streckad linje i figur 5.8 A) ger en

B) ! cos (gx) sannolikhetstathet (heldragen linje) som &r stor mellan atomposi-
. tionerna i 0 och £a , dvs en elektron i detta tillstdnd kommer med
SCANPZ N a stor sannolikhet att hittas néra potentialtopparna.
N 7 AN . X

Vagtunktionen ¢ = \/% cos kz (streckad linje i figur 5.8 B) & andra
sidan leder till en sannolikhetstédthet som ar stor néra de (attrakti-
I 4 va) atomira positionerna, dvs en elektron i detta tillstdnd kommer

a ‘ a > med stor sannolikhet att hittas i potentialens dalar.
De tva tillstanden ¢ och ¢o kommer darmed att ha olika potenti-
Figur 5.8: Sannolikhetstitheten ell energi i den periodiska potentialen vilket forklarar tillstandens
for vara tva losningar (delfigurer  energiskillnad. Denna energiskillnad kallar vi bandgap.

A och B) samt modellpotentialen.
For att verifiera vart resonemang om potentiell energi hos de tva

tillstdnden kan vi berikna vintevirdet for den potentiella energin

L
Bpor = /0 oV (2)gd.

Integranden &r periodisk med For tillstand ¢ far vi
period a:
L L
_ 2V 2
1t o Epot Z/ o1V (z)pr1dr = —0/ cos? (E:IZ) cos iz dxr =
7 cos (;x)dm = 0 L J a a
0
a Vi L 2T 2
1 2,27 =2 {1 + cos (9:)] cos (x) dx =
5/0 cos (;x)dm L J a a
Vo [F 2 Vi
=0 cos? (g )do = — 2
L 0 a 2

och for ¢o pa motsvarande sitt Epot = —1—%. Detta bekraftar att
det ar tillstandens potentiella energi som skiljer dem at.

E Vid vilket k£ ska vi nu plotta vara energier? Vi kan plotta energi-
v I ) erna antingen vid k = 7 eller vid k = —7 eftersom de tva vag-
1
\ 2mja | funktionerna, ¢1 och ¢o, som hor till energierna E7 och Fs, bada
L = -
\ Brillouin-zonen ,'l ar linjarkombinationer av planvagor med dessa vagvektorer,
' 1
\\‘ ,II 1
\ Ey ot )= —— (6Z§x e—i%x) och
\ /I /2 ¢1(x) V2L +
\\ E ! %/2 1 ;T - T
\ 1/ Po(x) = — (ezﬁx — 6_1533) .
. L () V2L
-m/a na k

Alltsa &r tillstdnden inte entydigt karakteriserade av en viss vag-

Figur 5.9: I nérvaro av en
periodisk potential plottar vi
energierna vid den vagvektor k
som ligger i Brillouin-zonen.
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vektor som tillstanden var inom FEM.

Vi viljer nu att plotta energierna vid k = 7, dvs vi véljer vagvektorn
som ska representera vara tillstand att ligga i intervallet

a a
Detta intervall (som i tre dimensioner blir en volym) kallar vi Brillouin-

zon. Intervallet &r halvéppet, punkterna % och —7 &r ju ekvivalenta,
vi inkluderar bara en av dem i Brillouin-zonen.

Nu tittar vi pa ett annat fall, som vi véljer sadant att fri-elektronenergierna

hos de tva kopplade tillstanden &r olika,
EY + ES.

De kan inte vara vad som helst - de maste vara energierna fran fri-
elektrontillstand sadana att dessas k-virden skiljer sig med 27/a. Vi
16ser alltsd Schrodinger-ekvationen for ett k£ en bit ifran Brillouin-
zonkanten vid 7, se figur 5.10.

Energierna E bestims av det uttryck vi fann ovan (ekv. 5.6):

2
E:E9+E3i\/<E9—E3>2+<%)
2 4 2
med
H2k? h? (k- 2x)°
EY = och ES:M.

2m

Vi plottar 16sningarna E1 och Es som i figur 5.11. Vi saknar ater-
igen ett entydigt k da de nya lésningarna innehéller savil k som
k — 27” Vi gor d& samma val som tidigare och placerar bada vara
energiegenvirden E; och Es vid det av vara tva k-viarden som ligger
inom Brillouin-zonen - se figur 5.11. Slutligen efter upprepade rak-
ningar f6r olika k inom Brillouin-zonen far vi de heldragna kurvorna
- bandstrukturen.

5.3.4 Val av vagvektorer

Vi har nu 16st Schrédinger-ekvationen for var enkla modellpotential
dér vi utgatt fran ansatsen

¢ = c19(x) + 205 (2)
for vagfunktionen, med

eikgaj‘

1 .
as?(w):ﬁew och ¢9(z) =

8-

I
\ 2n/a I
\ > !

\ Brillouin-zonen | |

T
k-2m/a

Figur 5.10: Tva fri-elektron-
tillstand med olika FEM energier
EY och EY kopplas av den
periodiska potentialen.

E

\‘o Ez /
\ ; 1 Vo/2
. ‘\\ E / iV()/Z
T T

k- 2ma k k

Figur 5.11: Bandstrukturen
uppvisar bandgap. De heldragna
linjerna visar var resulterande
bandstruktur som vi valt att
placera helt inom Brillouinzonen
- vi ska strax ytterligare
diskutera detta sétt att rita F(k).
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For en given vagvektor ki fann vi att ke maste uppfylla

2
ko = by 4+ 2
a
vi valde
2
foo = ky — 25
a

Déarmed forsummade vi alla 6vriga mojliga vagvektorer i vagfunk-
tionens utveckling i plana vagor. Var detta det bista valet? Ar vér
16sning trovirdig? Utan att ga in i allt for mycket detalj ska vi
forsoka besvara dessa fragor med utgangspunkt i analysen ovan.

Potentialen V(z) som kopplade fri-elektrontillstanden dék upp i
matriselementet

W

L L
* 1 . .
H12 = / ¢(1) II(bgdm = / eilklx[/ (x)eszd.f ==
0 L Jy 2

Om detta matriselement ar noll (vilket det blir om ki och ks inte
foljer vara urvalsregler) kan ingen koppling ske.

Vidare papekades i bérjan av kapitlet att vi utgar fran en svag och
snéll potential sd att frielektronmodellen fortfarande ar en rimlig
utgangspunkt. Har vi fri-elektrontillstdnd som &r degenererade eller
néstan sa, kan dven en svag potential koppla dem starkt, vi sag t ex
att plana vagor overgick i stdende vagor vid Brillouin-zonkanten.
Sadana i energi narliggande tillstand bér vi da ta med i var ansats,
antalet termer i ansatsen bestdmmer matrisproblemets dimension.

Ar diremot energiskillnaden mellan de frielektrontillstand vi be-
traktar stor i forhallande till kopplingens matriselement, dvs

|EY — E3| > |Hial,

da kan vi approximera vart resultat (ekv. 5.6);

E

2 4+
2 4

pa foljande sitt ,

E:E?JrESiE?—ES - O4H1220
2 2 (Y — E3)?
E%E?—%ESiE?—ES - 02H1220
2 2 (E} — EJ)?
och vara l6sningar blir
H? H?
~ 10 12 ~ 0 12
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Vi ser att kopplingens effekt blir allt mindre med 6kande skillnad i +E
\
energi - se figur 5.12. Vid k "langt bort” fran Brillouinzonskanterna \ /’
ligger energiegenvirdena mycket néra fri-elektronenergierna, medan q\ E /I
avvikelsen &r storre vid k nira +7/a. §\\ i
Y i
‘ \\\ L
.. ] Lo 112
5.3.5 Allméan periodisk potential N\ ,io
N L
I verkliga kristaller kommer inte potentialen att vara sé enkel som E
vi har antagit hittills. Aven om den #r mer komplicerad kommer P L ma ;
-zT/a
den dock att vara periodisk. En mera allmén periodisk potential
med period a kan skrivas som en Fourierserie Figur 5.12: Ligger tillstanden som
potentialen kopplar langt ifran
V(z)= Z V;jei{%rm (p - heltal) varandra i energi, blir kopplingen
» knappt mérkbar. Energierna blir
da i stort sétt oforandrade, dvs
Ur integralen ungefir lika med FEM
energierna.
L 1 L . .o .
/ QZSTV(SU)ngdIL‘ = = — Z VED/ etk i pT pikox 7.
0 L 0
P
2

V;j omkgzkl——p
a

0 annars

foljer urvalsregeln

2
ks =ki— “p  (p- heltal).
a

Om vi tdnker oss att elektronen befinner sig i ett tillstdnd som
beskrivs av en planvig med vagvektor ki, sd kan den bara spridas
till planvagstillstind med en vagvektor ks som skiljer sig fran k;
med nagon multipel av 27” Vi kan &ven formulera detta som att
potentialen V(z) endast kopplar ihop planvagor vars k skiljer sig
med nagon multipel av %’r Detta innebér i sin tur att var ansats for
¢(x) som ges av en linjirkombination av planvagor endast behover
innehalla dessa vagvektorer. Inom intervallet

T 77
—— <k < —  (Brillouin-zonen)
a a
finns det lika manga vagvektorer k som atomer i var kristall — som
vi kommer att se nedan. I stillet fér att behova ta med alla dessa i
en allmén utveckling av vagfunktionerna récker det med en av dem!

De "nya” vagfunktionerna i kristallen &r superpositioner av frielektron-
vagfunktioner (planvagor), som endast inkluderar frielektrontillstand
med k-virden separerade med nagon multipel av 27 /a. De nya till-
standen har alltsd inte n&got entydigt bestamt k, och vi kan vélja
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Figur 5.14: Bandstruktur i en
en-dimensionell kristall.

Figur 5.13: Vi kan vélja att plotta energierna (i nérvaro av den periodiska
potentialen, heldragna linjer) s& att de ligger néra fri-elektronparabeln
(streckad linje) i figur (a) eller inom Brillouin-zonen (b). Pilarna indikerar
var procedur, dvs skifta alla energier sidledes med négon multipel av 27 /a,
for att samla bandstrukturen inom forsta Brillouinzonen.

att placera tillstandens energi vid vilket som helst k£ av de som ingar
i summan, se figur 5.13. Konventionen, som vi redan berért, &r att
man i bandstrukturbilder associerar energin for det nya, blandade,
tillstandet med det av de ingdende k-virdena som ligger i forsta
Brillouinzonen (se fig 5.13b)

™

En kontinuerlig kurva E(k) mellan —7
intervall med tillatna energier kallar vi ett energiband.

och 7, som beskriver ett

Liknande reflektioner som vid k¥ = 7 (och dérur foljande staende

vagor med olika potentiell energi) upptriader vid alla vagvektorer

o

k
A

=In (n - heltal).
a

hér har vi bandgap.

Vi har nu bestdmt bandstrukturen som uppstar i ndrvaro av en enkel
endimensionell modellpotential. Att férséka berdkna bandstruktu-
ren for en realistisk kristall dr ett oerhort mycket mera omfattande
projekt. Men férhoppningsvis har var introduktion gett en tillrick-
ligt god bakgrund for att vaga nirma sig de bandstrukturer som
finns avbildade i litteraturen.

5.3.6 Bandstuktur i 3D

Verkliga, tredimensionella, kristaller kan ha nagon av flera olika
kristallstrukturer. Samtliga bestar dock av ndgot atomarrangemang
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Figur 5.15: a) Zinkblendestruktur med tva olika atomslag (svarta och vi-
ta). Om alla atomer dr av samma slag kallas strukturen diamantstruktur.
b)-d) Kristallplan i nagra olika riktningar i kristallen. Avstanden mellan
planen (periodiciteten) &r olika i de olika riktningarna.

som upprepas manga ganger for att bygga upp den makroskopiska
kristallen.

Som exempel betraktar vi strukturen i figur 5.15(a). Denna &r upp-
byggd av tva olika atomslag - vita eller svarta kulor i figuren. Detta
specifika arrangemang av atomer kallas zinkblendestruktur. Ar alla
atomer i strukturen av samma slag kallas detta istillet for dia-
mantstruktur. Diamant (kol i diamantform), kisel och germanium
har alla diamantstruktur, medan manga binéra (dvs byggda av tva
atomslag) halvledare sdsom GaAs, InAs, InP, AlAs, GaP m fl. kris-
talliserar i zinkblendestruktur. Manga halvledare, déribland vara
tekniskt viktigaste sddana, har alltsd denna struktur, varfér vi tar
den som exempel.

Vi férséker nu indikera hur man kan utvidga var bandstrukturdis-
kussion fran en till tre dimensioner. Nu betraktar vi figur 5.15b)-d)
och ser att vi kan hitta kristallplan, i vilka planvigor kan Bragg-
spridas, i flera olika riktningar. I en en-dimensionell modell har vi
bara en riktning till vart férfogande, i tre dimensioner har vi ménga
riktningar att beakta.

Utan att g& in pa detaljer anar vi att vi kan hitta kristallplan som
upprepas med viss periodicitet i flera olika riktningar. Periodici-
teten kan vara olika i olika riktningar. Vi hittar t.ex. i figur 5.15
b) ett kortare avstind a* mellan de tv& markerade kristallplanen
(a* = a/2 om kubens sidoldngd &r a) &n vi gor i figur 5.15 d) (héar
blir avstindet a** = a/v/3). Inom var en-dimensionella modell &r
Brillouinzonskanterna viktiga - vid dessa k = +7/a, dér a dr poten-
tialens/kristallens periodicitet, uppstér bandgap. Detsamma géller
i tre dimensioner. Brillouinzonen i k-rummet borde da bli storre i
riktningen vinkelrit mot planen i fig. b) &n i fig. d), d& avstandet
mellan atomplanen ar kortare i fig. b).

I var endimensionella modell plottade vi bandstrukturen inom in-
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Energi (eV)

L r

Figur 5.16: a) Tredimensionell Brillouinzon fér zinkblende/diamant-
struktur. Konventionellt betraktar man i bilder 6ver tredimensionella
bandstrukturer elektronenergierna lings med de streckade linjerna i fi-
guren. b) Frielektron-bandstruktur fér zinkblende/diamantstruktur. Man
har flyttat delar av frielektronparabeln in i férsta Brillouinzonen enligt
samma princip som i en dimension - resultatet blir nagot mer komplicerat
i 3D.

tervallet
T T
—— < k S _
a a

Nér vi nu extrapolerar vart resonemang till tre dimensioner ersétts
intervallet med en volym i tre dimensioner. Vi hittar alltsi en tre-
dimensionell Brillouinzon, figur 5.16 a), genom att i ett (k;, ky, k)-
rum markera de /" periodicitet” som &r relevanta i olika riktningar.
Som exempel kommer Brillouinzonens gréns i k,-riktningen att vara
vid punkten (0,0,7/a*), dir a* &r avstandet mellan tva plan i z-
riktningen i figur 5.15 b).

I tre dimensioner ar det inte mdéjligt att rita upp hela bandstruk-
turen for alla mojliga riktningar i k-rummet. 1 ett forsok att fa
jamforbara visualiseringar av bandstrukturen for olika kristaller har
man bestdmt sig for en konvention ddr man betraktar bandstruk-
turen i vissa specifika riktningar, indikerade i figur 5.16 a). Som
ses 1 figur 5.16 a) innebédr I'-punkten att man &r i Brillouinzonens
centrum, k = (0,0,0), och X-punkt(erna) att man betraktar sddana
k som ligger mellan I' och X-punkterna, dvs lidngs en k,, Kk, eller
k,-riktning.

Gor man en forflyttning av en tre-dimensionell fri-elektronparabel
in i denna tre-dimensionella Brillouinzon, pa samma sitt som vi ti-
digare gjorde i en dimension, far man bandstrukturen i figur 5.16 b).
Hér har ingen hénsyn tagits till effekten av en periodisk potential
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Figur 5.17: Bandstrukturer for Si och GaAs. Notera att de &r ganska lika
varandra (dock med smé men avgorande skillnader) samt att de dven har
tydliga drag av fri-elektronbanden i féregaende figur.

- det finns ingen modulering av banden och inga bandgap har 6pp-
nats i strukturen. Vi kan tdnka oss det som att man har latit Vj
i V(z) ga mot noll. Denna "empty-lattice-approximation'visar sig
vara mycket lik verkliga bandstrukturer for &mnen som kristalliserar
i zinkblende- eller diamantform - jamfor med bandstrukturerna for
GaAs och Si i figur 5.17. De (stora) skillnader i egenskaper som hal-
vedare trots allt uppvisar beror pa sma olikheter i bandstrukturen.
For att modellera dessa krivs dock mer komplicerade beskrivningar.

5.4 Rorelseekvationen for elektroner 1 en kri-
stall

En viktig fraga med tanke pa elektroniska tillimpningar aterstar:
hur beter sig elektronerna nér vi t ex utsdtter dem for ett elekt-
riskt filt? Kan bandstrukturen forklara skillnaderna mellan metal-
ler och isolatorer? Vi atergar nu till att huvudsakligen titta pa en
en-dimensionell modellkristall.

Elektronen betraktad som partikel bor kunna lokaliseras. Vi ténker
oss darfor ett vagpaket som utbreder sig med grupphastigheten

10E°  hk _ p

TR0k T m om

Som i FEM har en elektron i varje tillstand i bandstrukturen en



Elektroner som beskrivs av plana
vagor — som inte dr 16sningar till
Schrédingerekvationen nér den
inkluderar en periodisk potential
— kan Braggspridas av
potentialen.

Urvalsregler talar om for oss om
en viss process ar tillaten eller ej,
vi kommer senare t ex att
diskutera urvalsregler fér optiska
overgangar i halvledare.

AE

\

Y

Figur 5.18: Ett band E(k) och
hastigheten v (k).
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konstant grupphastighet:

Oow 10F
Vg= — = ———.
9 0k  hOk
Inom FEM blir grupphastigheten
hk p
= T

Eftersom FE inte ldngre ar en enkel funktion av k kan frielektonre-
sultatet ovan inte langre gilla. Vi ser att for elektroner i en periodisk
potential géller generellt

hk
Vg # pny och p # hk.

De stationéra egenfunktionerna till Schrédingerekvationen med pe-
riodisk potential ar inte ldngre egenfunktioner till rérelseméngdso-
peratorn. Vagfunktionen har ju komponenter med olika vagvekto-
rer. Vi maste berikna vintevirdet av p for att fa hastigheten. Den-
na hastighet ar konstant fér ett givet k men kan vara noll t ex vid
k=72

En lokaliserad elektron beskriver vi ju med ett vigpaket och ett
vagpaket forflyttar sig med grupphastigheten v,. Man kan visa att
grupphastigheten i bandstrukturen ar relaterad till rérelseméngdso-
peratorns vanteviarde och man finner:

v = {oulplén) = 3 o

Man brukar istéllet kalla hk kristallrérelsemdangd eller — nagot mind-
re korrekt men inte s& otympligt — kristallimpuls (crystal momen-
tum) eftersom hk ofta forekommer i urvalsregler som om det vore en
verklig rorelseméngd. En elektron i ett stationért tillstdnd i band-
strukturen har en konstant hastighet — som kan vara noll — och den
kommer inte att spridas av den periodiska potentialen, vars effekt
ju redan ar inkluderad i bandstrukturen.

Inom FEM hade vi rorelseekvationen
dk dv dp
—_—_—=nmn— = — =
dt dt dt
dar F' ar kraften som verkar pa elektronen.

For bandstrukturen som uppstar pa grund av den periodiska po-
tentialen har vi inte lingre en enkel relation mellan hastighet och
vagvektor, hk # mu, , se figur 5.18. Vi far nu fram rorelseekvatio-
nen genom att betrakta det arbete 0 F som en yttre kraft Fepy, t ex
pa grund av ett elektriskt filt &, utrdttar pa elektronen under en
forflyttning ds
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metall isolator
E / E
7777777777 EF
e\ — EF
-t/a kK Ta - m/a k Ta

Figur 5.19: Vid T = 0 besétter elektronerna energibanden nerifran och
upp- Blir da det senast besatta, hogsta bandet bara delvis fyllt sa &r
kristallen en metall. Ar det senast besatta, hogsta bandet helt fyllt (och
nast hogre band tomt) sa &r kristallen en isolator.

OFE = Feyt - 05 = —ebvy0t.

Energidndringen kan relateras till en dndring av vagvektorn enligt

dE
0F = —6k = hv,dk
dk g
och ur dessa tva ekvationer féljer
10FE

hok = —e&0t = Fipy0t. vy =For

Dérmed kommer vi fram till rérelseekvationen
dk

ha = —eéa = Femt
Kraften som verkar pé elektronen har nu delats upp 1 tva delar.
En del, Feyt, som vi ligger pa utifran, och en del som ges av alla
krafter som elektroner utsitts for i kristallen, t ex attraktionen till
jonerna. Dessa inre krafter har redan inkluderats nar vi - tminstone
1 princip - bestdmde de stationdra tillstdnden i bandstrukturen.
5.5 Metaller - Isolatorer
Vi betraktar en en-dimensionell kristall med N, atomer pa inbordes
avstand a, vars langd da ar

L= N,a
Ett band motsvarar ett intervall med lingden %’r pa k-axeln, som
vi kallade Brillouin-zonen. Avstandet mellan de av periodiska rand-
villkor tillatna vagvektorerna ar 2% Antalet k-vektorer inom ett
band ar da Periodiska randvillkor gav

ethe — eik(:z:+L) — etkl — 1
= kL=2r-p k=22.p



Vi ser att det ar elektronerna
narmast Fr som bir strommen.
Det &r dessa elektroner som
sprids av vibrationer och
defekter, darfor anvinde vi vg for
att berdkna elektronernas fria
medelviglingd enligt ¢ = vp - 7.
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-
F =e& &
ext »
metall isolator
E E
__________ EF
spridning
A
- mt/a Se--2’  mla - m/a K n/a
acceleration
pga faltet

Figur 5.20: Ett elektriskt filt ligger 6ver en metall och accelererar elektro-
nerna som nar ett stationért tillstand pa grund av spridningsprocesser. I
en isolator astadkommer ett elektriskt filt ingen fordndring.

L

2 21
/T=a=

Tar vi hdnsyn till elektroners spinn, sa har vi 2N, tillstand i ett

Nq

energiband.

Om varje atom bidrar med en elektron, har vi N, elektroner och det
lagsta bandet ar halvfyllt. Ferminivan ligger d& i det delvis fyllda
bandet (se figur 5.19).

Med tva elektroner per atom blir det l&gsta bandet fyllt. Ferminivan
ligger i bandgapet, dver det fyllda bandet och under nista ofyllda
band.

Om vi nu lagger pa ett elektriskt filt, sa ror sig elektronerna i
bandstrukturen enligt rérelseekvationen:
dk

h— = ex
dt i

Alla elektroner dndrar sin vagvektor i den yttre kraftens riktning.
Elektronernas férdelning forskjuts som i figur 5.20 at hoger i kraf-
tens riktning.

For ett delvis fyllt band resulterar detta i en nettostrém eftersom
fler elektroner nu har hastigheter i kraftens riktning an i kraftens
motriktning. Systemet dr en metall. Spridning pa grund av avvi-
kelser fran periodicitet bromsar elektronernas acceleration som vi
diskuterade i kapitel 4 och leder till ett stationért tillstand.

Om bandet ar helt fyllt dndras elektronernas férdelning Sver till-
stdnden inte, den forblir densamma som i termisk jamvikt, vilket
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innebér att inga strommar kan flyta. Systemet &r en ¢solator. Nu kan
man ju ritteligen hivda att férdelningen dven i en isolator férskjuts
pa samma sitt som i en metall. Men nir en elektron nar Brillouin-
zonkanten vid k = 7 och verkar trilla ut ur Brillouin-zonen s& dyker
den ju genast upp vid —7 igen, dessa tva tillstand var ju helt ekvi-
valenta. Ddrmed forblir ju fordelningen dnda oféréndrad.

Vi drar slutsatsen:
Ett udda antal elektroner per atom = delvis fyllda band - metall.

Isolator: De lagsta banden &r helt fyllda, hégre band helt tomma
= jamnit antal elektroner per atom.

5.6 En en-dimensionell kedja av atomer

I detta avsnitt ska vi betrakta ett alternativ till ndstan-frielektron-
modellen for att ndrma oss elektronstrukturen i en kristall. Vi ska
nu sammanfora N atomer till en linjir kedja och studera hur de
atomadra tillstanden kopplas till tillstdnd som &ar delokaliserade Sver
hela kristallen.

Vi stker 16sningar till Schrodingerekvationen
H® = F®

och utvecklar kedjans vagfunktioner i atoméra orbitaler ¢;, dir or-
bitalen ¢; ar centrerad kring atom 4.

N
=) Kigs
=1

Vi antar att de atoméara vagfunktionerna &r reella, normerade och
- aterigen for enkelhetens skull - ortogonala:

[osav =5,
Vi sétter in utvecklingen i Schrédingerekvationen
N N
Y KH¢;=E» Ki¢i ,
i=1 i=1
multiplicerar med ¢% = ¢; fran vénster, integrerar

N N

Sk [ o oy =YK [ o0av

i=1 =1 —_———
6.,

g1

I tre dimensioner kan vi inte
vinda pa argumentet. En metall
kan ha ett jimnt antal elektroner
per atom, och ett system med ett
jamnt antal elektroner behGver
inte vara en isolator.

I en dimension giller dock &dven
de omvénda argumenten.

Vi férsummar vagfunktionernas
overlapp.

Kronecker delta:
1
61’]’ = { 0

Har utnyttjar vi att vi antagit att
vagfunktionerna &r ortogonala.

i=j
i F ]



FE; ar den atoméira orbitalens
energi och A &dr den sa kallade
hopping-parametern

For en dndlig kedja med N
atomer bor termen med K
uteldmnas i den forsta ekvationen
och termen med Ky i den
sista.

Termer i boxar i
ekvationssystemet forsvinner med
randvillkoren Ko = Ky4+1 = 0.
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1 2 3 N-1 N
) ) ) ° °
-+
a
1 VI N
° ° ' ° ) ®

Figur 5.21: Med varje atomir position associerar vi en vagfunktion (eller
orbital).

och far
N
ZKi/¢jH¢idV2EKj (j=1,...N)
i=1

Vi introducerar nu foljande forkortningar fér matriselementen (vi
tar endast med kopplingen mellan nirmsta grannar):

/ biHdV = Ey

/gi)ngzbinV = /qbiHquidV =—-A (A>0)
vilket ger

FK;=-K; 1A+ K;E; — Kj ;1A (j=0,...N)
For denna atoméra kedja med N atomer har vi nu kommit fram till
ett system av ekvationer ur vilket vi kan bestdmma koefficienterna

K och energiegenvirdena E nédr vi val har bestdmt oss for vilka
randvillkor vi vill anvénda.

5.6.1 Randvillkor: idndlig kedja - stiende vagor

Vi kan ldgga till tva (imagindra) atomer 0 and N + 1 till var kedja,
vilket inte &ndrar nagot om vi samtidigt kraver foljande randvillkor

Koy= Ky =0.

Vi har da ekvationssystemet
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0 1 // j \\ N N+1
° o ! ° | ° o
< > \\ II
a \\ //

Figur 5.22: Kedja dér vi har fixerat &ndpunkterna - &ndlig kedja.

+ EK, - AK, = EK
—AKj_l + ElKj - AK]'+1 = EKJ

Med detta knep far alla ekvationer samma form vilket gor 16sningen
mycket enklare. Vi utgar fran ansatsen

K; = sinkx; (xj=j-a)
som vi sitter in i t ex den j:te ekvationen:

—-AK; 1+ E\K; - AK; 1 = EK;.
Vi far

—Asink(z; —a) + Eysinkxj — Asink(z; + a) = E'sinkx;
och darmed

—A-2sinkx; - coska + Eysinkz; = Esinkx;
eller slutligen

E=FE; —A-2coska (A>0)
e Randvillkor: Ky=Ky41 =0

Randvillkoret Ko = 0 uppfylldes redan av ansatsen, randvillkoret
vid kedjans hogra dnde leder till

Kyy1 =sinkaxyi =sink(N +1)a=0

T T

k=— p=_

N+Dd’ T L

dir L = (N + 1)a. Vi véljer k att vara positiva, ett teckenbyte ger
inget nytt tillstand.

P p=1,... N

e Exempel: 5 atomer i fig 5.24

Ansatsen ar vald att uppfylla
randvillkoret Ky = 0 och leder
till stéende vdgor.

Kom ihag:
sink(z; £a) =
= sinkz; - coska
Ecoskx; - sinka

AE
E+2A +
Erberara i >
n/a k
E|-2A

Figur 5.23: Bandet av energier
E(k) for en andlig kedja av
atomer. Vagfunktionerna ar
staende vagor, vagtalen viljs sa
att £ > 0.
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12a 5n AL
— a4 k==-= -
5 6a 12a/5
B) Q) AE
E+2A +
Ey 1 1 >
/ w/a k
E24

)\_12 k:l'l;l':z_ﬂ
- l-a - 6a 12a

Figur 5.24: A) Atoméra vibrationer hos en kedja av 5 atomer, B) mo-
lekylorbitaler hos en kedja av 5 atomer, C) bandet E(k) med de 5 av
randvillkoren tillatna vagvektorerna. For tva vagfunktioner har vagling-
derna angetts och motsvarande k-vektorer markerats i bandet E(k).

5.6.2 Periodiska randvillkor - fortskridande vagor

Aven i den atomiira kedjan foredrar vi ofta att beskriva elektronerna
med hjilp av fortskridande vagor. Vi tdnker oss som tidigare att vi
sluter kedjan till en ring, dvs lagger till termer som kopplar de
atoméra vagfunktionerna ¢; och ¢n och skriver

+ B K, - AK, = EK;

—AKy-1 + E1Ky - : EKy

Figur 5.25: Tva exempel pa vagor som uppfyller periodiska randvillkor.
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E+2A T

~V

-/a n/a

E;2A
Vi stker nu l6sningar som motsvarar fortskridande vagor och startar
darfor med ansatsen

K, = Ke'*®s (xs =s-a)
och lagger pa periodiska randvillkor:

K, =Kgn (Na=1L)

Dérur foljer

eiksa _ eik(s-l—N)a vilket ger eik]\/a -1
eller
2 2
a

Avstandet mellan tillatna vagvektorer &r nu dubbelt sd stort som var
fallet for staende vagor, men & andra sidan har vi nu bade positiva
och negativa vagvektorer. Antalet k i ett band och dirmed antalet
tillstand i ett band ar oférédndrat.

Vi sédtter in var ansats
Ky = Ke'™
it ex den j:te ekvationen:
—AchU-Da g gikia _ geik(i+Da — peikja
—Ae ke L By — At = E
E=F —2A- -coska

Energibanden i de bégge fallen har samma form! Med periodiska
randvillkor blir vagfunktionerna fortskridandee vagor, tecknet av
k bestdmmer nu vigens utbredningsriktning. Med positivt k ror sig
vagen i positiv x-led, med negativt k£ i motsatt riktning.

Ur ett atomért tillstidnd per atom har det bildats ett band av lika
manga tillstAnd som vi har atomer.
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Ey=Eg

a
—~
AN
\

=
N‘v

E;-2A )

Figur 5.26: Energibandet dr halvfyllt om varje atom i kedjan bidrar med
en elektron

Tva vagvektorer som skiljer sig med 2” ar ekvivalenta, dvs de be-
skriver samma vag:

. 2 . .0 . . . .
ez(kJrT"):pj — ez/ca:]- . ezij — ezk;:cj 2T — ezka:]'

dér vi anvint x; = j - a. Det récker da att betrakta vagvektorer
inom intervallet

™ ™
_*<k§77
a a

som vi kallade Brillouin-zonen ovan. I detta intervall finns

L
=—=N, tillatna k-vektorer,
a

S

dar N, ar antalet atomer i kedjan.

5.6.3 Antal tillstdnd per band

Vi har N, tillatna k-vektorer inom Brillouin-zonen.

Déarmed finns det 2N, tillstand i energibandet pa grund av elektro-
ners spinn.

Med en elektron per atom blir energibandet halvfyllt, och med tva
elektroner per atom blir energibandet helt fyllt.

Amnalogi: N atomer i en kedja i fig. 5.27
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Figur 5.27: Vagkaraktdren hos atoméra svingningar liknar vagkaraktiren
hos elektroniska tillstand.

5.7 Bundna tillstand

Antag nu att det sitter en stératom i den linjira atoméira kedjan
pa plats 0. “On-site” matriselementet i hamiltonianen skriver vi nu

(O[H|0) = B, — F

och vi far ett “stort” ekvationssystem

E1K_o — AK_, = EK_

—AK_3 +

—AK_5 +  EK_ — AKy, = EK_
—~AK_, + (E1-F)Ky, — AK, = EK,
—AK, + EL1K; - AK, = EK,
—AK, + E1 K> — AK3; = EKy

Vi réknar inte med att en storatom markbart kommer att kunna
andra energibandet hos kristallen, men lokalt kring stératomen, dar
periodiciteten dr bruten, kan vi f& nya tillstand.

Om t ex F' > 0, dvs stératomens orbital har lagre energi, forvantar
vi oss att en elektron kan bli infingad av stératomen och att ett
nytt, lokaliserat tillstand kan uppst& under bandet av tillstand hos
det ostorda periodiska systemet.

ik
%@@

—= —a®

—( ceees

Figur 5.28: N kopplade atoméira
orbitaler ger upphov till N
tillstand i ett band.

%

I halvledare ersitter man t ex
enstaka kiselatomer med
storatomer for att skriaddarsy
materialegenskaperna.

Detta egenvirdesproblem kan
16sas for hand, hir visar vi dock
bara resultatet.
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F < 0: elektroner undviker stératomen, ett lokaliserat tillstdnd
dyker upp éver bandet. Denna situation mdter vi hos accepto-

acceptor/'/l\’\

F<0 —

rer.

L
+
)
b

|
T

Ei-2A
—— F>0

F > 0: elektroner attraheras till stératomen, ett bundet till-
stand dyker upp under bandet. Denna situation férekommer

hos donatorer.
I halvledare ger donatorer och acceptorer upphov till sddana stor-
nivaer utanfor energibanden i bandgapet.
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Highest level of p-band
=+t = +— +— (totally antibonding)

— NN XTI
INEINKINSINEKIT ARSI NINKINSINEINSD

Ef#24 +

p-band A50

4+ o=+ Eq

ATV SNVTAN T SNTAN AN AN TRV TAN IS TAY -n/a n/a k
NN IR AR RS
Lowest level of p-band

s.p separation
totally bondin;
( Y 2) E.-2A

in atoms

Band gap
in metal

Highest level of s-band
(totally antibonding)

l ‘d.&‘i...‘A.l‘l.&‘t
X X XM XX O XXX Fig. 16.30. The overlap of s-orbitals

gives rise to an s-band, and the overlap
s-band of p-orbitals gives rise to a p-band. In
this case the s- and p-orbitals of the

+ o+ o+ +

.‘.“.l.“‘: atoms are so widely spaced that there

”"'. is a band gap. In many cases the
Lowest level of s-band separation is less, and the bands
(totally bonding) overlap.

Figur 5.29: Energiband fran atoméra s och p-orbitaler.

e s och p band

Varje atomér orbital genererar ett band.
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(m/a) (m/a)0 (ar/a) 0 (mr/a) 0 (m/a)

Reduced Wave Vector

Figur 5.30: For att ndrma sig den verkliga bandstrukturen i en kristall
kan vi antingen utga ifran atoméra elektrontillstand som vixelverkar nar
atomerna sammanfors (vénster) eller fran fria elektroner som paverkas av
kristallens periodiska potential

5.8 Modeller for bandstruktur - sammanfatt-
ning

I ndstan-frielektronmodellen startade vi fran FEM — till héger i figur
5.30 — och betraktade effekten av en svag periodisk modellpotential.
Spridning av elektronvagor ledde till energiband och bandgap. Vi
gick at vénster i figuren.

1 vart andra tillvigagangssatt startade vi fran atomer — till vinster
i figuren — som vi satte samman till en atomér kedja. Vi sdg hur
kopplingen mellan elektroniska tillstand ledde till band av energier
och bandgap. Vi gick at hoger.

Sanningen ligger, som alltid, ndgonstans didremellan.



Kapitel 6

Halvledare

En ren halvledare leder strom om ett tillrdckligt antal elektroner har exciterats till ledningsban-
det, vilket kan ske t ex gemom uppvirmning eller belysning. Elektronerna i det ndstan tomma
ledningsbandet kan beskrivas som om de vore klassiska partiklar med en effektiv massa skild fran
vakuum-massan. De tomda tillstinden i det nastan fulla valensbandet kan vi betrakta som hal som
beter sig som positivt laddade partiklar, dven dessa med sin effektiva massa. Ftt elektriskt falt
kan férdindra elektronernas och hdlens fordelning pa tillstanden ¢ respektive band, ddrmed bidrar
bade elektronerna och hdlen till strommen. Dopning dr det viktigaste sdttet att forse halvledaren

med laddningsbarare. Har ersdtts en del av halvledarens atomer med frimmande atomer som
skiljer sig fran halvledarens atomer ¢ antal valenselektroner. Vid laga temperaturer dr bundna till
stératomerna, men redan vid rumstemperatur brukar stératomerna vara fullstindigt joniserade,

dvs laddningsbirarna dr fria att réra sig 1 banden.

6.1 Elektroner i bandstrukturen

Bandstrukturen for kisel — framtagen med hjélp av experimentella
data och teoretiska berdkningar — visas i figur 6.1. Elektronerna
rOr sig hér i tre dimensioner och figuren visar energin som funk-
tion av vagvektorns lingd i négra speciella riktningar i k-rummet.
Bandstrukturen &r betydligt mera komplicerad &n i en dimension
och vi ska inte g& in pa nagra detaljer hir — se kapitel 5 for en ytlig
diskussion om tre-dimensionell bandstruktur.

Vid T' = 0 &r valensbanden i kisel (figur 6.1) mellan ungefér -12
eV och 0 helt fyllda och separerade fran de hogre liggande, tomma
ledningsbanden genom ett bandgap E,, se figur 6.2. Bandgapet E,
anger energiskillnaden mellan botten av ledningsbandet, E¢, och
toppen av valensbandet, Ey, och brukar i halvledare vara nagon
eller nagra eV stort — i Si d4r £, ~ 1,1 eV. Energins nollniva har i
figur 6.1 lagts vid toppen av valensbandet, vilket egentligen &r helt
godtydligt men mycket vanligt i bandstrukturbilder.

147

One should not work on
semiconductors, they are a mess
— who knows if they exist at all?
Wolfgang Pauli, 1931
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Energy (eV)

0

o
—

Figur 6.2: Forstoring av
bandstrukturen runt bandgapet,
dvs runt botten av lednings-
bandet och toppen av valens-
bandet, hos en halvledare med
direkt bandgap vid T'= 0 K.
Valensbandet ar fullt,
ledningsbandet &r tomt.

X UK r

Figur 6.1: Till vanster: Kisels bandstruktur F(k) plottad i olika riktningar
i k-rummet. L, I', X, U och K &r speciella punkter i Brillouin-zonen. I
mitten: Fermi-Dirac férdelningen F'(E). Till hoger: Brillouin-zonen ar det
omrade i k-rummet som i tre dimensioner motsvarar intervallet —2 < k <
* som vi métte i en dimension.

Vi noterar har att i kisel ligger toppen av valensbandet vid en punkt
i k-rummet (T i figur 6.1) och botten av ledningsbandet vid en an-
nan punkt (ganska niara X i samma figur). Detta kallas for indirekt
bandgap. Halvledare kan ocksé ha direkt bandgap — se t.ex. band-
strukturen for GaAs i kapitel 5 eller figur 6.2.

Vid T' = 0 &r Fermi-Dirac férdelningen en stegfunktion, Ferminivan
Er ligger da i bandgapet, 6ver Ey och under E¢ — precis i mitten
som vi kommer att se.

Vid hogre temperatur kan elektroner exciteras fran valensbanden
till ledningsbanden. Detta visar &ven Fermi-Dirac férdelningen i fi-
gur 6.1 dar sannolikheten att ett tillstand i botten av ledningsban-
det &r besatt har ett &ndligt om &n mycket litet virde (sannolikheten
var noll vid 7' = 0), och p& motsvarande sétt har sannolikheten att
ett tillstdnd vid toppen av valensbandet dr tomt antagit ett virde
skilt fran noll.

Ett tomt tillstand i valensbandet innebér att elektronernas fordel-
ning kan fordndras av det elektriska filtet, det tomma tillstandet
som vi kallar “hal” kan flyttas och dérmed bidra till strémmen.
Vid T = 0 K &r halvledaren en isolator da ett elektriskt filt inte
kan &ndra pa elektronernas fordelning &ver tillstdnden. Det fulla
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(valens-)bandet, se fig. 6.2, medger ingen saddan fordndring. (Ett
mycket hogt elektriskt filt, & ~ 108 V/m, skulle kunna excitera
elektroner till ledningsbandet, en process som endast undantagsvis
ar av betydelse.)

Sa linge halvledaren &r i termisk jamvikt — eller inte har rubbats ur
jamvikt alltfor mycket av det elektriska féltet — kommer de flesta
elektroner och hal att finnas néra respektive bands extrempunkt
(gréa cirklar i figur 6.1) dér enligt Fermi-Dirac fordelningen sanno-
likheten &r storst att hitta elektroner och hal. Dessa omraden och
bandgapet diremellan &dr dérfor ofta den enda del av bandstruktu-
ren vi behéver kinna till.

For att fa ett ungeférligt uttryck for bandens form E(k) kan vi, oav-
sett bandens exakta form, géra en Taylor-utveckling runt bandens
extrempunkter. Foér botten av ledningsbandet ger Taylor-utvecklingen

=0
ko

dér E¢ och kg betecknar energin resp. vagvektorn vid lednings-
bandets botten. Endast den kvadratiska termen finns med — hogre

10°E 5 OF
E(k) = Ec + 392 k(k—ko) (81{:

0

ordningens termer bortser vi fran och den linjira termen forsvinner
nér vi betraktar extrempunkten.

Kring extrempunkterna kan bandstrukturen alltsd approximeras
med ldampligt valda parabler (se figur 6.3), som d& innehaller den
information om elektronstrukturen vi behéver for att t ex berdkna
tillstandstéithet eller studera laddningstransport. Approximationen
ar relevant sa linge var forutsittning, att elektroner och hal befin-
ner sig nira extrempunkterna, ar uppfylld.

Genom att definiera

1 1 9’E
m T o (6.1)
kan vi teckna ledningsbandets parabel som
n?(k — ko)?
E(k)=FE _ 2
(k) = Ec + —— (6.2)

€

m} &r alltsa en parameter som bestdms ur den andra termen i
Taylor-serien. Uttrycket 6.2 blir d& mycket likt fri-elektronenergin
och vi kallar darfor m} for elektronens (eller tillstandets) effektiva
massa.

Elektronens massa har naturligtvis inte férdndrats nir vi placerar
den i en halvledare, men nér den befinner sig i en halvledare paver-
kas den av kristallens potential och beter sig som om den hade en

N

Energy (eV)

N\

Figur 6.3: I omraden kring
extrempunkter i bandstrukturen
kan banden beskrivas av

anpassade parabler.

-m/a k ™/a

Figur 6.4: Parabler har anpassats
till bandstrukturen. Néira ett
minimum ar m* positiv, nira ett
maximum negativ!



Kom ihag att s& snart vi har en
icke-konstant potential sa har vi
en kraft:

_ _dv
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effektiv massa skild fran vakuummassan. Elektronens vixelverkan
med den periodiska potentialen paverkar dess rorelse, och var ana-
lys ovan tillater oss att kondensera denna paverkan till en justerad
massa som ges av bandens kurvatur.

Experimentellt uppmétta effektiva massor for olika halvledare finns
i tabeller dir de ofta anges i form av en faktor som multipliceras
med vakuum-massan, t ex (m}/mg) = 0.067 for elektroner i led-
ningsbandet i GaAs.

Elektronens hastighet i ett visst tillstand, eller mer korrekt uttryckt
hastigheten hos ett vagpaket centrerat runt ett visst k, ges av grupp-
hastigheten

_10B - k)
 hok m’

e

Vg (6.3)
hos det vagpaket som underforstatt beskriver en nagotsandr lokali-
serad elektron, &ven om vi framover aldrig explicit kommer att bilda
sadana vagpaket. Nar yttre krafter verkar pa elektronerna beskriver
rorelseekvationen (som vi tog fram i kapitel 5)

d(k — ko)
dt

hur vagvektorn dndras med tiden. Vi har hér valt att ange vag-

h :Fea:t

vektorn relativt bandets minimum vid kg. For detta paraboliska
ledningsband kan vi nu direkt relatera elektronens acceleration till
den yttre kraften:

dv, 19°E _dk 1 8°E 1

:77'h7:77'FE£:7F€{£
dt ~ RZOK2 Tdt 2 ok2 BT et

e

Vi jamfor med Newtons andra lag

dv F

dt— m
och finner att inférandet av den effektiva massan och grupphastig-
heten tillater oss att beskriva elektronens rorelse i ledningsbandet
som om den vore en partikel. Vi behover bara ersitta rorelseméang-
den ik i FEM med kristallimpulsen A (k— ko) och frielektronmassan
m med den effektiva massan m;.

Vi kan skriva om parabeln (ekv 6.2), som beskriver botten av led-
ningsbandet, med hjélp av vy (ekv 6.3) s& att

h2(k — ko)? miv2
— — —F g
2m; ety

e

E=FEc+

Har tolkar vi den energi som elektronen har i vila, E¢, som elektro-
nens potentiella energi och den andra termen, i analogi med den
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partikelbild av elektronen som vi har (&ter)fatt, som elektronens
kinetiska energi. Vid botten av ledningsbandet blir v, = 0, vil-
ket harmonierar med var beskrivning av elektroniska tillstand intill
bandgapet som stiende vagor med grupphastighet noll.

Som vi senare kommer att visa dr antalet elektroner i ledningsban-
det i regel sa litet att sannolikheten att tva elektroner skulle vilja
besétta samma tillstand dr helt férsumbar, vi kan bortse fran Pauli-
principen. Déarmed kan elektronerna beskrivas som en klassisk gas
och deras fordelning pa olika tillstdnd bestdms av temperaturen. De
kommer da att besitta tillstand sa att deras kinetiska energi ges av
likaférdelningslagen och i medel ar

- 3

6.2 Hal

I valensbandet kommer vi att f& en del tomma tillstand d& elektro-
ner exciteras t.ex. termiskt over bandgapet. Vi behéver nu ta reda
pa hur vi kan beskriva dessa tomma tillstand.

Ett fullt valensband bidrar inte till strémmen nér ett elektriskt
falt 1aggs 6ver en halvledare. Nar vi lagger pa féltet fordndras inte
elektronernas fordelning pé tillstanden, alla tillstidnd i valensbandet
forblir fyllda (som i grundtillstandet), ingen strom flyter.

Nar en elektron tas bort fran det fyllda bandet kan bandet bidra
till laddningstransport. Summan av alla elektroners hastigheter ar
inte ldngre noll, laddning kan forflyttas.

Det &r nu uppenbart ldttare att fokusera pa det enda tomma till-
standet &n pa det oerhort stora antalet tillstdnd fyllda av elektro-
ner. Vi kan da ténka oss att ett fyllt band ddr en elekiron saknas ar
ekvivalent med ett helt fyllt band till vilket vi lagt till en positiv ladd-
ning, se figur 6.7. Vi lagger alltsa tillbaka elektronen pa sin plats,
tillsammans med en positiv laddning, och kriver att den positiva
laddningen hela tiden precis neutraliserar elektronens laddning.

Vi méste da se till att den positiva laddningen (med hastighet vp,)
ror sig med samma hastighet som den tillbakalagda elektronen har,
Ve, dvs vp = v.. D& tar den positiva laddningen precis ut effekten
av den elektron vi lagt tillbaka for att fylla valensbandet. Eftersom
det fulla bandet inte paverkas av ett elektriskt falt behdver vi nu
bara se hur filtet paverkar den positiva laddningen.

Ett elektriskt falt E leder till en kraft som verkar pa laddningarna.
P& grund av Fermi-fordelningen finns de tomma tillstdnden néra

__________ EF
R —
-V v

-n/a k n/a

Figur 6.5: I ett fullt band tar
elektronernas hastigheter precis
ut varandra.

-TE/[Z k Tf/ﬂ

Figur 6.6: Fattas en elektron i
bandet sa blir summan av alla
elektroners hastigheter skild fran
noll.



152 KAPITEL 6. HALVLEDARE

toppen av valensbandet. En elektron ndra toppen av bandet har en
negativ effektiv massa m* enligt resonemanget i forra stycket (se
ekv. 6.1 och fig 6.4), vilket innebér att elektronen hade accelererats
i motsatt riktning mot kraftens riktning, dvs i det elektriska féltets
riktning:

—e e

m‘a, = F = —¢cE eller a,=—E=—

E

déir a. ar elektronens acceleration. Den positiva laddningen mas-
te accelereras pa samma satt for att fortfarande ta ut effekten av
elektronen, dvs dess acceleration

e

ap =
mp

maste vara lika med elektronens. Detta innebdr att den positiva

laddningen maste ha en effektiv massa

>k| — —m*

my = |m
som &r positiv nira toppen av valensbandet, dar m* < 0. Halets
rorelseekvation blir slutligen

L dv
mthth =F. . =e&

aterigen liknande Newtons andra lag. Vi beskriver valensbandet na-
ra extrempunkten (toppen) som

n?(k — ko)?

2m*

E(k)=Ey +

Da m* <0, skriver vi om som

h(k — ko) _ Ey W2 (k — ko)?

E(k) = Ey — —
N 2mj;

Aterigen utnyttjar vi v, for att skriva om detta som

* .2
myv
E (k) = Fy — 5 g
Ve Uh Uh
— = ®H— = + ®H—
C%\ fullt band fullt band

\
borttagen elektron

Figur 6.7: Modell for hal: Ett fullt band med en borttagen elektron mo-
dellerar vi som ett helt fullt band samt en tillagd positiv laddning, som
hela tiden foljer och "tar ut” den elektron som ju egentligen saknas.
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©) ©
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k @ @ D ® ® |E.
mh* kin
- ke
E=Ey- 3

Figur 6.8: Halens kinetiska energi 6kar i den negativa E - axelns riktning,
de bubblar girna upp till toppen av valensbandet. Elektroner lagger sig
girna i botten av ledningsbandet.

I analogi med den tidigare diskussionen om elektroner i lednings-
bandet tolkar vi Ey som halets potentiella energi och den andra
termen som halets kinetiska energi. Vid toppen av valensbandet &ar
vg = 0 och halet har da enbart potentiell energi. For k # ko (vilket
innebér att halet &r i ett tillstand ldngre ner i bandet) blir v, &nd-
lig och halet far en kinetisk energi. Halets energi 6kar alltsa nerat i
valensbandet, halen “bubblar” upp mot valensbandets topp for att
minska sin energi.

Finns det tomma tillstand néra toppen av bandet betraktar vi alltsa
dessa som positiva partiklar med positiv massa och kallar dem hal.

Den effektiva massan uppvisar kraftiga variationer nir vi plottar
den som funktion av vagvektorn langs ett band, se figur 6.9. In-
om begrinsade intervall dr effektiva massan approximativt konstant
och dérmed en meningsfull parameter. En laddningsbérare som till-
bringar sitt liv ndra en extrempunkt i bandstrukturen kommer da
att ha en nistan konstant effektiv massa. Aven om den accelereras
av ett yttre falt kommer spridningsprocesser pa grund av avvikelser
fran periodicitet att férhindra alltfér vidlyftiga exkursioner.

6.3 Optiska overgangar

Det finns situationer da vi méste tdnka pa hur lednings-och va-
lensband &r placerade i k-rummet i férhallande till varandra. Figur
6.10 visar bandstrukturen for energier nira bandgapet dels for en
halvledare med direkt bandgap, dar valensbandets topp ligger och
ledningsbandets botten ligger vid samma vagvektor k, och dels for
en halvledare med indirekt bandgap, didr bandens extrempunkter

A E
_19E ¢
V> ok Ao
k
A,
m
-~
-m/a n/a

Figur 6.9: Ett band E(k),
hastigheten v(k) och effektiva
massan m*(k). Endast ndra k =0
och k = £7/a ar den effektiva
massan nagotsanir konstant och
en meningsfull parameter.
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A E E A

/10

=

Direkt bandgap Indirekt bandgap

kfonon

Figur 6.10: Absorption av ljus i en halvledare sker normalt genom elektro-
niska Overgangar fran valensbandet till ledningsbandet. Indirekta Gver-
gangar kriver medverkan av en fonon (vibration hos atomerna i kristal-
len). Om halvledarna belyses med fotoner motsvarande bandgapsenergin
kan en direkt vergang ske i ett direkt bandgap, men inte i ett indirekt. Ar
fotonenergin tillrackligt stor kan direkta 6vergangar ske dven i indirekta
halvledare.

ligger vid olika vagvektorer k. Kisel, se figurer 6.1 och 6.3), har
indirekt bandgap.

I bandstrukturen hos en kristall 4r vagvektorn inte langre enkelt re-
laterad till elektronens rorelseméngd. De elektroniska tillstdndens
vagfunktioner &r ju nu, i ndrvaron av en periodisk potential, en
blandning av ménga planvigor med olika vagtal. I konserverings-
lagar, ddremot, dyker hk upp som om det vore rorelseméngden.
For att sérskilja hk fran den sanna rérelseméngden kallar vi hk
kristallimpuls, som vi ndmnt i foregaende kapitel.

Vi betraktar nu optiska 6vergdngar mellan banden. Genom att ab-
sorbera eller emittera en foton kan en elektron 6verga fran ett till-
stand med (ke, F) till ett tillstind med (k.;, E). Konservering av
kristallimpuls ger

!/
kel = Kel * Kfoton:
och konservering av energi ger
E' = E + hwgoion-
Energin levereras eller tas upp av en foton. Fotonens vagvektor ar
dock forsumbar i forhallande till typiska elektroniska vagvektorer.

Halvledares bandgapsenergi dr av samma storlek som fotonenergier
inom det synliga omréadet och fotonens vaglingd ar da

h
A ~ 1000 nm (hf:fwev)



6.3. OPTISKA OVERGANGAR 155

och typiska atomavstand &r
a ~ 0,1 nm.

Dérmed féljer

2 s
kfoton = 5 <

dér vi ser att absorption eller emission av en foton inte kan dndra
elektronens vagvektor sirskilt mycket i forhallande till Brillouinzo-
nens storlek. En direkt verging (vertikala pilar i figur 6.10) dndrar
alltsa inte elektronens vagvektor mérkbart.

Hur kan nu en elektron nira toppen av valensbandet optiskt exci-
teras till botten av ledningsbandet om bandgapet dr indirekt? Vi
behover da blanda in en tredje “partikel” som kan bidra med en vag-
vektor som kompenserar for elektronens dndring i vagvektor. Denna
tredje part ar en fonon, ett kvantum av en svingningsvag i kristallen
(ljudvagor &r ett exempel pa en sddan svingning). Vi har d&

k/d = kel + kfoton + kfononv

och
E'=E+ hwtoton £ M9tonon

Fononer ar oftast termiskt exciterade svingningar och har ddrmed
en energi i storleksordningen kT hweynon ~ KT. Denna energi
ar oftast liten nog att kunna forsummas i relativt fotonenergier
motsvarande bandgapet eller mer. Fononens vigvektor kan dére-
mot vara stor. Vi kan uppskatta den genom att fundera pa mdojliga
vaglingder fér en atomér svingning sddan som den i figur 6.11. Den
kortaste mdjliga vaglangden ar 2a, dvs varannan atom svinger upp
och varannan svinger ner, och vagvektorn blir da

2T s

kfonon = N o

a

vilket inte alls &r forsumbart jAmfért med Brillouinzonens storlek.
Aven en lingre viglingd som den i figur 6.11 ger en ganska stor
vagvektor.

Fotonen bidrar siledes med energin, fononen med vigvektor. Men
som alltid nér flera parter dr inblandade i en process kommer san-
nolikheten for indirekta 6vergangar att vara betydligt mindre &n
for direkta 6vergéngar dér elektronen bara behéver komma &verens
med en foton. Som ses i figur 6.10 finns det inget som hindrar en
direkt overgdng mellan valensband och ledningsband i halvledare

kl'onon

R

Figur 6.11: De svarta prickarna
ar atomer vars kollektiva rorelse
utgdr en vag i kristallen. En
fonon ar ett kvantum av en sadan
vagliknande atomér svingning
som t ex en ljudvag.
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Figur 6.12: Elektronen och halet,
som skapats genom absorption av
en foton, relaxerar snabbt ner
mot tillstand néra bandens
extrempunkter.
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med indirekt bandgap om halvledaren belyses med fotoner som har
tillrackligt stor energi.

Pilarna i figur 6.10 visar excitationsprocesser — dvs elektroner vix-
elverkar med en foton och ibland en eller flera fononer for att kunna
exciteras 6ver bandgapet. Det finns forstas ocksad rekombinations-
processer — en elektron i ledningsbandet rekombinerar med ett hal
i valensbandet och emitterar en foton och ibland fononer.

En elektron som exciterats till ett tillstand vid en energi en bit &ver
ledningsbandskanten kommer snabbt att gora sig av med energi;
typiskt genom att emittera ett antal fononer med lag energi. Pa sa
sitt hamnar den i ett tillstdnd ndrmare botten av bandet — se figur
6.12. Vi kan se detta som att systemet strévar mot termisk jamvikt,
dvs mot att elektroner ar fordelade pa tillstanden i bandet enligt
Fermifordelningen. Aven halet som bildats i valensbandet gor sig av
med energi och hamnar i ett tillstdnd ndrmare toppen av valens-
bandet. Processerna kallas termisk relaxation och sker med nagon
typisk relaxationstid, som beror pa temperatur och materialpara-
metrar.

Denna termiska relaxationstid &r ofta mycket kort, och typiskt kor-
tare dn tiden for elektroner och hal att hitta varandra for direkt
rekombination over bandgapet. I en situation sadan som i figur 6.12
relaxerar elektronen och halet till bandkanterna innan de rekombi-
nerar.

Aven i fallet med direkta bandgap sker termisk relaxation. I si-
tuationen i figur 6.10 kommer elektronen och halet fran den mer
energirika excitationen typiskt att relaxera till tillstand ndra band-
kanterna innan de rekombinerar. Fotonerna som emitteras har da
i regel energier nara bandgapsenergin, dven om excitationsenergin
var hogre &n sa.

Emissionsprocesser sker alltsa i stort sett uteslutande fran botten av
ledningsbandet till toppen av valensbandet. I halvledare med direkt
bandgap sker fotonemission d& snabbt, medan processen i halvle-
dare med indirekt bandgap dr mycket langsammare pga behovet av
en fonon for att ta hand om &ndringen i vagvektor elektronen maste
underga for att ta sig fran ledningsbandet till valensbandet.

I manga material ger absorptionen 6ver bandgapet upphov till farg
hos materialet nér delar av det synliga spektrumet absorberas (se
fig 6.13). Bandgapsfarger tenderar att ligga i det rod-gula omradet
eftersom bandgapet om nagot absorberar fotoner med hogre energi.
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Figur 6.13: CdS absorberar blatt och gront ljus och ser ddrmed gult ut.
CdSe absorberar alla farger och ser svart ut. Blandkristaller med varie-
rande bandgap Gvergar fran gul 6ver rod till svart farg.

6.4 Laddningsbararkoncentrationer

En halvledares konduktivitet bestdms framforallt av laddningsba-
rarnas koncentrationer, dvs koncentrationen n av elektroner i led-
ningsbandet och koncentrationen p av hal i valensbandet. For att
bestdmma elektronkoncentrationen behdver vi veta antalet besatta
tillstand i ledningsbandet per volymsenhet. Fér halkoncentrationen
behdver vi veta antalet icke besatta tillstdnd i valensbandet per
volymsenhet. Dessa antal kan berdknas med hjalp av tillstandstét-
heterna i lednings- och valensband och Fermi-Dirac férdelningen.
Vi forutsétter att bade ledningsband och valensband kan beskrivas
med paraboler, men med olika effektiva massor, som vi diskutera-
de i borjan av kapitlet. D4 E(k) ar paraboler kan vi smidigt nog
ateranvinda uttrycken for tillstandstdthet som vi tog fram for fri-
elektronfallet i kapitel 4 - vi behdver bara byta ut elektronmassan
mot den effektiva massan.

Tillstandstatheterna lyder dé:

om*\ >/?
Zo(E) =4n (e) E — E¢ (ledningsband)

Zy(F)=4n <;Zh> VEy—FE (valensband)

Eftersom vi vill berdkna koncentrationerna av elektroner och hal
uteldmnar vi faktorn V = L3 i K¢ och Ky . Tillstandstéitheterna
blir d& per volymsenhet.

elektroner: £ = E¢ +

hal: £ = EV —
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For att hitta koncentrationerna av laddningsbérare behdver vi inte
bara veta ndgot om hur manga mdojliga tillstind det finns for dem
att besitta, utan ocksd hur manga av dessa tillstand som faktiskt &r
besatta av elektroner eller hal. Fér detta anvinder vi Fermi-Dirac

fordelningen:
F(B)= )
 e(B-ER)/kT 41
Ec \
Ec—Ep» kT Kom ihig att Er i F(F) betyder Ferminiva, som kan vara tempe-
Ep ——f-—— - - raturberoende.
E.—E, »kT e e . . . . .
FTY Ferminivan ligger i de flesta fall vi betraktar i bandgapet, inte alltfér
Ev néra bandkanterna. Begréinsar vi analysen till dessa fall, dvs kraver
att
Figur 6.14: Vi forutsétter att
Ferminivan ligger minst nagra kT Ec—FEr > kT och
ifran bandkanterna. Er—Ey > kT

s& kan vi inféra en approximation till F/(E) som avsevirt forenklar
rakningarna. For tillstand i ledningsbandet hittar vi sannolikheten
att dessa dr besatta av elektroner genom att betrakta F(FE) for
energier £ > E¢:

1

F(B) = Z5mmymr

= F(E)=¢ E-ER/T om Eo—Ep > kT
For tillstand i valensbandet hittar vi sannolikheten att dessa ar
tomma, dvs besatta av hal, genom att betrakta 1—F(FE) for energier

E < Ey:

- F(B) = !

_ _ (E—Ep)/kT o
e (B-Ep)/kT 4 1 = 1-F(E)=e r om Ep—FEy > kT

Eftersom vi under forutsittningarna ovan har F(F) < 1 for £ >
Ec (elektroner) och 1 — F(F) < 1 for E < Ey (hal) blir det fa
elektroner och hél i banden; banden blir ndstan tomma.

Vi kan nu berdkna elektronkoncentrationen n i ledningsbandet som

n:/ ZC(E)F(E)dE:KC/ Me_(E_EF)/deE,
Ec

Ec

For den intresserade ldsaren visar vi hir hur man kan 16sa den hér

Variabelsubstitution: integralen - resultatet aterfinns lite langre ner (ekv. 6.4).
FE — E¢ oo
7 n= Kc(kT)g/zef(chEF)/kT/ Vze *dx
0
Partialintegration

oo 0o 1 oo
/ Vze Udr = —z/2e™" —&—7/ Y2y
0 o, 2/
— ——

0
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AE EA E A
n
Zc(EYF
e C(E)F(E)
Ey ~
k S| AEN-FE)
\
I p
/
/
~

0 1 F(E)

Figur 6.15: En halvledares paraboliska band, motsvarande tillstandstat-
heter Z(FE) och Fermi-Dirac férdelningsfunktioner F(E). Langst till hoger
antalet besatta tillstand per energiintervall och volymsenhet. Ytan under
kurvorna ger elektron- resp. halkoncentrationen.

/ V2 %dy = 2/ e_yzdy (z= y2)
0 0

oo a2 oo 9 &S] 2m 2 oo 2
/ e dm-/ eydy:/ / e ’I“d?"d9:271'/ re” " dr =
—o0 —o00 0 0 0

=-7 /00 dir (efrz) dr= —me |
0

=T
/ e_dey =vr — / e_dey = vr och slutligen
—o0 0

0
2
Integralen kan 16sas genom att utga

= ﬁ fran produkten av tva integraler och

2
2

e[S

> _ 1
/ Vze Pdr = 3
0 ga over till integration i ett plan.

Elektronkoncentrationen blir:

n—= KC\/;(]CT)3/26—(E0—EF)/1€T = Nge~Be=Er)/kT (g 4)

dar den effektiva tillstandstitheten N for ledningsbandet ar

« 3/2 « 3/2
Ne =2 (27””6”) —2,5-10%. (me T > m~?

h? m 300K
For halen skriver vi

EV EV
p= / Zyv(E)(1 — F(E))dE = Ky VEy — Ee\F=ER/RT g —

~ Ky [ VBB
0



Nce—(Ec—EF)/kT =

— Nve—(EF—Ev)/k'T N

%

LErp
kT

_ _ 11, Ne
= anNV +

E.‘?
2kT
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Med en liknande procedur som for elektronerna:

E

o s N3
= h "
T T oc /0 Vre “dx

2

p = Ky (kT)*/?e” Er=Ev)/RT /Oo Ve “dr = Kv(kT)i’/Qe‘(EF‘EV’/’“Tg
0

far vi

p= KV\/;—(kT)?’/?e(EFEV)/kT = Nye (Er—Ev)/KT (6.5)

dar den effektiva tillstandstétheten Ny f6r valensbandet &ar

2rmi kT >/ mi T \*?
Ni =9 2Z22h =925.10% . =~ __ -3
v < h? > 510 ( m 300K )

Notera att uttrycken for n och p fortfarande innehéller Ferminivan
Er vars ldge inte har bestdmts &n. Multiplicerar vi dessa uttryck
(ekv 6.4 och 6.5) med varandra forsvinner Er och vi finner

6.5 Massverkans lag

~Eg/KT _ 2

n-p= NgNye n;

Detta viktiga samband talar om {6r oss att produkten n - p (och
didrmed den hér definierade storheten n;) vid termisk jamvikt en-
dast beror av materialparametrar E,, m;, m; och temperaturen 7,
dvs ar oberoende av en mojlig dopning (dvs medveten fororening av
kristallen, se nedan)!

6.6 Intrinsiska halvledare

Ar halvledaren ren, dvs stératomernas koncentration &r forsumbar,
kallas den intrinsisk elleregenledande och elektroner och hal uppstar
endast genom excitationer éver bandgapet, dvs

dér vi nu identifierar n; som den intrinsiska laddningsbérarkoncent-
rationen. Ferminivins lage bestims till

E, E T N E E ;
B, = Fot v _k ln( C)Z c+ V+szln<mi‘>
m

2 2 Ny 2

e

Denna wntrinsiska Ferminivé Ep; ligger mitt i bandgapet s& nér
som pa nagra k7.
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6.7 Dopning

En férutsittning for halvledarnas anvindbarhet inom elektronik —
och dérmed for hela den mikroelektroniska revolutionen — &r mdoj-
ligheten att genom dopning foréindra halvledarnas egenskaper. Dop-
ning innebdr att vi medvetet fororenar mycket rena kristaller med
storatomer. Vanliga dopatomer i kisel ar fosfor (P) ur grupp V i
det periodiska systemet, och aluminium (Al) ur grupp III. Nér vi
dopar kan vi bestdmma om halvledaren ska ha hal eller elektroner
som huvudsakliga laddningsbérare, och hur stor koncentrationen
ska vara.

Man ersétter alltsa ett fatal Si-atomer, om det &r kisel man dopar,
med nagot atomslag som har en valenselektron mer eller en mindre
an vad kisel har (4 st). Det &r viktigt att dessa atomer, storato-
merna, ersitter kiselatomer pa deras platser i kristallen for att bli
elektriskt aktiva, dvs for att bidra med laddningsbérare, elektro-
ner eller hal, till halvledaren. Hamnar storatomen pa en godtycklig
plats i kristallen, t.ex. inklamd mellan tva Si-atomer som sitter dar
de ska, kan det hinda att den inte gér nagon nytta alls fér att oka
konduktiviteten. Vidare géller allmént att nar vi bryter kristallens
periodicitet sa dr det inte ldngre forbjudet for elektroniska tillstand
att finnas i bandgapet lokalt niira stératomen.

Vilken effekt har det nu att ersiitta en Si-atom med en P-atom vid
T = 07 Vi kan ténka oss — just det, bara ténka — att vi gor detta
inte genom att faktiskt byta ut atomerna utan genom att lagga till
en proton i en kiselkiirna — vi far en PT-jon — och att samtidigt
ligga en extra elektron i halvledaren. Valensbandet dr fortfaran-
de fullt, elektronen méste — i en forsta approximation — hamna i
ledningsbandet dir den har effektiva massan m}. Elektronen i led-
ningsbandet ser dock fortfarande P*-jonens positiva laddning och
kan bli bunden. Vi har d& en ensam elektron som kan bli bunden
till en jon (PT) som har en positiv elementarladdning. Detta liknar
situationen i en viteatom. Problemet har alltsd reducerats till ett
vateproblem inb&ddat i en kiselkristall.

Grundtillstandet i en viteatom, dir elektronen rér sig i Coulomb-

potentialen
2
e
Vir)=-— ,
(r) 4regr
har energin
2 4
Blo=——" = me —13,6 eV

Aven en mycket ren kiselkristall
har en (oavsiktlig) stératom pa
ungefiir 102 kiselatomer. N&r
man dopar introducerar man en
dopatom pa ungefir 106 kisel-
atomer. Dopkoncentrationen ar
alltsa mycket liten jamfort med
koncentrationen av kiselatomer,
kristallen &r fortfarande kisel!

Man kan faktiskt dopa kisel

genom neutron-bestralning som
leder till transmutation, dvs Si
kirnor omvandlas till P kirnor.



Hur stor dr den termiska energin
kT vid rumstemperatur?

Enligt ny standard heter ¢
permittiviteten i vakuum och &,
permittivitetstalet.
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Figur 6.16: Vénster: En elektron bunden till den positiva fosforjonen ror
sig pd en bana med stor radie. Hoger: Polarisationen av kiselkristallen
pé& grund av filtet mellan P+ och e~ leder till férskjutning av laddning,.
Attraktionen mellan Pt och elektronen skiirmas och reduceras dérmed.

diar Bohr-radien ar

47T€0h2
ap =

5— = 0,0528 nm.
me

Blir elektronen bunden med 13,6 €V till P™-jonen kommer den
aldrig att kunna bidra till laddningstransport, det vore omdjligt
att excitera den termiskt till ledningsbandet. Aven om vi ersitter
elektronmassan m med effektiva massan reduceras bindningsenergin
bara till ungefér en tredjedel.

Nu méste vi ocksd ta hinsyn till att vart viteliknande problem
dr inbaddat i kisel. Om vi antar att elektronen endast blir svagt
bunden, dvs ror sig pa en bana med stor radie som i figur 6.16,
kommer det att finnas kiselatomer mellan P och elektronen och
dessa kommer att polariseras av det elektriska filtet mellan P och
e~ . Detta tar vi hiansyn till genom att ersitta eg med ¢g - &, dér &,
ar den relativa dielektricitetskonstanten. I t ex kisel ar ¢, = 11,4
vilket leder till att Coulombpotentialen blir betydligt svagare,

62

Vi) = drege,r’

den effektiva Bohr-radien blir betydligt storre,

. dreperh? Erm
Gy = ———5— =200 -

* 52 *
mie mp

och bindningsenergin i grundtillstindet blir betydligt mindre &n i
vate,

met my my
2

< =13,6

2(4drmeg)2h?  me? me2 ev.

Ec — Ep =
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FEp dr den bundna elektronens energiniva och elektronens bind-
ningsenergi (den energi som maste tillféras for att elektronen ska
kunna bli fri, dvs exciteras till ledningsbandet) betecknar vi med
Ey:

E;=Ec — Fp

Faktorn m/(me2) dr av storleksordningen 103, bindningsenergin
brukar for olika atomer ur grupp V hamna kring 0,05 eV. D4 ar det
fullt mdjligt att elektronen &r termiskt exciterad upp till lednings-
bandet vid rumstemperatur. Stératomen bidrar alltsd med en rorlig
elektron och kallas donator. Ledningsférmagan okar.

For att studera en storatom ur grupp Il férfar vi helt analogt. Vi
gor om en Si-atom till en Al-atom genom att lagga till en (ténkt)
negativ laddning till kirnan (denna forintar d& en proton sa att vi
far en Al”-jon) och tar samtidigt bort en elektron ur halvledaren,
det skapas dérmed ett hal i valensbandet. Detta positiva hél binds
till den negativa jonen, bindningsenergin blir av samma storleks-
ordning som for donatorn. Acceptorns bindningsenergi betecknar
vimed E, = E4 — Ey (se figur 6.18). Vid rumstemperatur ér ac-
ceptorn joniserad och bidrar till ledningsférmégan genom att ge
upphov till ett hal i ledningsbandet, vi har en acceptor. Termen
antyder att ndr storatomens hal exciteras till valensbandet, kan vi
ocksa se det som att storatomen accepterar en elektron.

6.8 Extrinsiska halvledare

Fororenar vi en halvledare med acceptorer eller donatorer for att
oka laddningsbéararkoncentrationen kallar vi den extrinsisk eller stor-
ledande. Da bestams ledningsformégan inte av virdkristallen (t ex
Si) utan av dopningen.

Kristaller dopade med donatorer kallas n-typ halvledare och de do-
pade med acceptorer kallas p-typ. Generellt kan bada typerna av
dopatomer férekomma samtidigt, &ven om den ena da ofta domi-
nerar. Nar vi dopar tillfér vi neutrala atomer till materialet — vi
tillfér alltsa inte nagon nettoladdning. Om en donator joniseras har
vi en positiv donatorjon och en negativ elektron, och kristallen &r
fortfarande neutral. Kristallens laddningsneutralitet kan skrivas:

n+ Ny =p+ N}

Har dar Np och N4 donatorernas resp. acceptorernas koncentratio-
ner och Ng och N; koncentrationerna av joniserade donatorer och

LI
Ep *+Y

Ec

Ey

/

Figur 6.17: I en donators grund-
tillstand &r en elektron svagt
bunden till donatorjonen.
Exciteras elektronen till lednings-
bandet blir donatorn tom och
elektronen en (fri) lednings-
elektron.

7

Ep

—— \—O—
/); mh* /

Ey

Figur 6.18: I en acceptors
grundtillstand &ar ett hal svagt
bundet till acceptorjonen. Att
halet exciteras till valensbandet

ar ekvivalent med att en elektron

exciteras till acceptornivan fran
valensbandet.

Positiva laddningar: hal och
donatorjoner

Negativa laddningar: elektroner
och acceptorjoner
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EA E
. t / ;
Ey ++ o o e 'C Eg - = % < e L
F(E) F(E)
Ey Ey
0 1 0 1
a) b)

Figur 6.19: a) n-typ halvledare vid T' = 0 K. Alla elektroner dr bundna till
sina donatoratomer. Fermifordelningen F'(F) &r en stegfunktion. b) n-typ
halvledare vid laga T'. Nagra elektroner har exciterats fran donatorerna
till ledningsbandet och F'(E) har "mjukats upp” nagot.

acceptorer,
N =Np(1—-F(Ep)) och N, =NaF(E,).

1— F(Ep) ger sannolikheten att donatorn &r tom, dvs joniserad och
dirmed positivt laddad. F/(E4) ger sannolikheten att acceptornivin
ar besatt med en elektron, halet har d& exciterats och acceptorn &r
joniserad, dvs negativt laddad.

Nér vi nu ska underséka laddningsbararkoncentrationernas temp-
eraturberoende viljer vi som exempel en n-typ halvledare; dvs fal-
let att Np > N4. Vi antar di att acceptorkoncentrationen kan
forsummas:

Ns~0 och n=p+Nj

p=n?/n Vidare antar vi, vilket normalt ar fallet i komponenter, att dona-

enligt massverkans lag. torerna ar fullstindigt joniserade vid rumstemperatur, N$ = Np,
och att donatorkoncentrationen ar mycket storre dn den intrinsiska
laddningsbéararkoncentrationen vid rumstemperatur,

Np > n; (300 K)

I det hir fallet &r n mycket stérre &n p. Elektronerna kallas da
majoritetsladdningsbérare och halen minoritetsladdningsbérare. 1
kommande kapitel kommer vi ofta att skriva n,g och p,o for att
beteckna elektron- respektive halkoncentrationen i en n-typ halv-
ledare.

Den kommade diskussionen fokuserar pa en halvledare av n-typ.
P& helt analogt sitt kan man hirleda motsvarande samband fér en
p-typ halvledare.

T = 0 K: figur 6.19a. Vid absoluta nollpunkten har alla donatorer
kvar sina elektroner - inga elektroner finns i ledningsbandet. Fer-
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minivan, som vid T' = 0 sammanfaller med Fermienergin, maste da
ligga &ver donatornivin Ep men under ledningsbandskanten F¢.

Laga T: figur 6.19b. Later vi temperaturen 6ka forvintar vi oss att
donatorelektronerna bérjar exciteras termiskt till ledningsbandet,
men excitationer kommer &nnu inte att kunna ske 6ver bandgapet i
méirkbar utstrickning, och darmed har vi fortfarande p < n = Ng.
Steget i Fermi-Dirac fordelningen kommer att bli ndgot mjukare
och F(Ep) < 1 da en del elektroner ldmnat donatorerna. Er ligger
kvar i nérheten av Ep sa ldnge donatornivaerna delvis ar fyllda.

D& vi har férsumbar excitation éver bandgapet och dirmed att
p < n kan vi forsumma p i neutralitetsvillkoret och far

_ Nt
n = Np
Vi bestdmmer forst n genom att eliminera Er ur sambanden

n = Npe~(Bo=Er)/KT _ N o~ (Bc=Ep)/kT o~ (Ep—Er)/kT

och
Np

NB =Np(1—F(Ep)) = e—(Ep—Ep)/kT 4 1°

Vi far da
Np
n = b
NLCQ(EC*ED)/IQT +1

n2

—Po=Ep)/KT |y — Ny och slutligen

Ng¢

n2 _ (ND _ n)Nce—(Ec—ED)/k'T

Om Np > n, dvs Np > Nl';, vilket géiller sa linge de flesta dona-
torer har kvar sin elektron, féljer

n =1/ NDNCe_(EC_ED)/QkT (6.6)

och

— —1In

E
F 2 2

. Ec+ Ep kT N¢
= N,

(6.7)

Notera att ekv. 6.6 bara géller under omstandigheter da villkoret
n < Np ar uppfyllt - det var under detta antagande vi harledde
sambandet.

Vi noterar dven, fran ekv. 6.7, att Ferminivan Er vid T' = 0 har
ett 14ge mellan donatornivan och ledningsbandskanten for att med
okande temperatur sjunka nagot i energi.

Vi gor forenklingen Np > n,
vilket medfor att vart resultat
stammer daligt om detta inte dr
uppfyllt.

Nér n ar bestdmd, foljer
Ferminivans ldge ur sambandet
n = Nee (Fe—Er)/kT

som vi tidigare hirlett.



166 KAPITEL 6. HALVLEDARE
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Figur 6.20: a) n-typ halvledare vid s& hog temperatur att i princip alla
donatorer slappt sin elektron till ledningsbandet (méttnad). Er ligger
nu under Ep. b) n-typ halvledare vid sd hoga T att excitationen Gver
bandgapet ar pataglig. E'r ligger nu mycket néra mitten av bandgapet.

Mittnadsomradet: figur 6.20a. Nir temperaturen stiger ytterli-
gare kommer i stort sett alla donatorer att bli joniserade, Ng = Np.
Fortfarande ar excitationen &ver bandgapet svag. Vi har alltsa

n:p+N+:p+ND2ND>>nZ-

(Np > n; enligt forutsdttningarna ovan). Fortfarande géller mass-
verkans lag sa att

2

p:&<<ni och dirmed n = Np.
n

Ur n = Np = Noe~ Ec—Er)/ET f5lier att

N¢
Er=FE-—kT1 — .
P = Eo n(ND)

Ferminivan ligger nu ndrmare mitten av bandgapet &n tidigare.

Hoga T: figur 6.20b. Donatorerna &r visentligen alla joniserade och
excitationer éver bandgapet har 6kat sa kraftigt att antalet elektro-
ner exciterade fran valensbandet vida dverstiger antalet som excite-
rats fran donatorerna. Halvledaren beter sig intrinsiskt, n; > Np,
dess ledningsférméga beror inte lingre pa dopningen och stératom-
koncentrationen kan férsummas.

n=pmp=n;.

Ferminivan Er sammanfaller med den intrinsiska Ferminivin Ep;

Ec+Ey kT N, Ec+Ey 3 ;
Er = Ep; = %—711& < C) = %vLZlen (m,:)

Ny

€
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n-typ halvledare (N, » N ) /
Mittnadsomradet \
/ Hoga T. \ i
E 0% 00 % ° I ‘.1 A E Ec
.: Oi"'o ‘. .t. E, EF ~
o pm “ ;ED
BTN F(E) £
F(E) OO 0o OOO OO (;) OO EV 0 1
0 1 n=Np /
K n=n;= [N-N,
Laga T.
nn
E
Ep — 1 /. - /0 o Ec
F(E)
2o . £y
El i / ° ( )/ 2k
g | —(E—Ep)/2kT
g extrinsisk\ n= |NpNce © b
! I
S - - /
T, T T
A : De heldragna linjerna i figu-
, ren till vénster visar schema-
= T ——C==< Ec  tiskt var de tre uttrycken for n
/,/'/ givna i rutorna ovan ir giltiga.
— Ex(T)
Ey
%

Elektroniska komponenter ligger normalt i detta intervall dér
majoritetsladdningsbérarkoncentration ar konstant.
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Exempel: Si: n;(300 K) = 1,0-10'% m~3. Vid rumstemperatur och
med ett typiskt virde Np = 1022 m™3 (N4 = 0) far vi

2
ns
ND>>ni:>n=p+ND>>ni:>p:ﬁ<<ni

2
:>TL:ND:1022m_3,p:n—’wlOlOm_3
Np

Alla donatorer &r fullstdndigt joniserade, elektronkoncentrationen
dr manga storleksordningar stérre &n halkoncentrationen. Detta &r
normalfallet i de n-typ halvledare vi kommer att méta framéver.

Vi tar till sist fram tva variationer pa uttrycken fér n och p som
kommer att vara till nytta framoéver. For elektronkoncentrationen
giller allmént, dvs &ven om halvledaren dr dopad (vilket paverkar
Ferminivans ldge)

7 = Nce_(EC_EF)/kT.

For en intrinsisk halvledare, dir n = p = n;, gavs elektron- och
héalkoncentrationen av

n; = Nce_(EC_EFi)/kT.

Déarmed kan vi relatera n till n; genom

7 = nie(EF_EFi)/kT

och analogt for halkoncentrationen

p= nie(EFi—EF)/kT

Okar vi genom dopning t ex n jamfort med det intrinsiska fallet,
dvs n > n; , s maste enligt sambanden ovan gilla

eBr—Er)/MT 5, 1

dvs Er maste ligga 6ver Ep; . Samtidigt dr da

e(EFi—EF)/kT < 1

vilket innebér att p méste minska jdmfort med n;. Detta ser vi dven
explicit genom massverkans lag, np = nzz Okar vi n, méaste p minska
forutsatt att vi ar i termisk jamvikt.
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6.9 Elektron- och halstrommar i halvledare

Vi har sett att vi verkar kunna betrakta elektroner och hél i en halv-
klassisk bild som "partiklar” med en effektiv massa och en hastig-
het som ges av grupphastigheten (for de vagpaket vi egentligen vet
att elektroner och hal utgors av). Laddningsbérare i halvledaren ar
elektroner i ledningsbandet och hal i valensbandet. Bade elektroner
och hal kan accelereras av ett elektriskt falt och bidra till strémmen.
Konduktiviteten o ges av summan av tva termer

62’7'671 eZThp
0= — 4+ —5 = epen + eppp
m} my

dér n och p ar koncentrationen av elektroner resp. hal och 7. och
7, ar kollisionstiderna. Elektroner och hal skapas vid uppvirmning,
dvs tillforsel av termisk energi, men dven t ex belysning kan excitera
elektroner 6ver bandgapet vilket vi utnyttjar i fotoledare.

Viinforde elektronens effektiva massa for att kunna beskriva elektro-
nerna i en halv-klassisk “partikel”-bild med rorelseekvationen

L dve

Me™a

= Fogt = —e& (m > 0 i ledningsbandet).

Denna bild foredrar vi ofta da den ligger ndrmast var vardagliga er-
farenhet. Slutligen kompletterade vi denna halv-klassiska bild med
hal i valensbandet som beskrivs av en motsvarande rorelseekvation

d
m}i% = Fegt = €& (mj, > 01 valensbandet).

I kapitel 2 tog vi fram uttryck for stromtéatheter givet att det fanns
bade elektroner och positiva laddningsbérare. Vi vet nu att des-
sa &r hal i valensbandet. Uttrycken innehdll bade driftstrom och
diffusionsstrom:

d 2
Je:eDe—n—i—eTen

dz mk
d 2
Jy, = —eDh£ + ¢ Ting,
dzx mj,

6.10 Spridningsprocesser

[ mobiliteten ingér spridningstiderna 7. (for elektroner) och 73, (for
hal). Nér vi studerade bandstrukturer fann vi att den perfekt peri-
odiska kristallen inte kan sprida laddningsbérarna. Eftersom Ohms
lag kréver friktion eller spridningsprocesser drog vi slutsatsen att

n - elektronkoncentration
p - halkoncentration

D., Dy, - diffusionskonstanter
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log(n)

log(T)

Figur 6.21: Mobilitet p som funktion av temperatur 7. Vid laga T be-
gransas mobiliteten av spridning mot orenheter/stératomer, vid hoga T
begransas den istéllet av spridning mot atoméra vibrationer. Fér metaller
ar spridning mot joniserade orenheter dominerande bara vid mycket laga
T, varfor bilden ovan kan sigas representera halvledare. I figuren dr tva
olika dopnivaer representerade, N; < N,. Den ldgre dopkoncentrationen
N7 ger en hogre mobilitet vid 1aga T eftersom férre stératomer ger mindre
spridning. De heldragna linjerna visar den sammanlagda effekten av bada
spridningsmekanismerna.

det maste vara avvikelser fran periodiciteten, dvs atomira sving-
ningar och storstéllen, som sprider laddningsbérarna.

I. Atomers termiska svingningar: Atomernas termiska svingning-
ar 0kar med temperaturen. De stor kristallens perfekta periodicitet
och reducerar mobiliteten vid hogre 7' (vid laga T' bidrar de mycket
lite till spridningen). En sddan svingning kallar vi, som tidigare,
fonon (eng. phonon). For halvledare géller att (visas strax)

Hph ~ T ~ T73/2

II. Joniserande storatomer: Grunda storstéllen som introduceras
vid dopningen dr normalt joniserade vid rumstemperatur och de-
ras Coulombpotential dominerar spridningen vid stérstillen. Vid
hogre T' 6kar partiklarnas kinetiska energi och de b6js av mindre i
Coulombpotentialen. Spridningen mot joniserade stératomer ar sa-

ledes mindre effektiv vid hoga T'. T halvledare géller att (dven detta
visas strax)

flimp ~ T ~ T*? /N
(index imp. fran impurity) ddr N &r stératomkoncentrationen.

Bada effekterna bidrar till att begrédnsa mobiliteten. For laga T
dominerar spridning mot stor- eller dopatomer och vid hogre T
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dominerar spridning mot atoméara vibrationer. Mobilitetens tempe-
raturberoende sammanfattas schematiskt i figur 6.21. Den totala
mobiliteten ges som tidigare av

1 1 1

12 Hph Himp

I halvledare &r det inte enbart spridningsprocesserna som bestém-
mer konduktivitetens temperaturberoende utan dven laddningsbé-
rarkoncentrationerna som uppvisar ett exponentiellt beroende av
temperaturen.

Bada typerna av spridningsprocesser férekommer i bade metaller
och halvledare, men temperaturberoendet ar olika vilket vi ska for-
soka troliggora i foljande avsnitt (baserat pa "Principles of Electro-
nic Materials and Devices” av S O Kasap).

6.10.1 Spridning mot atoméira vibrationer

Varje vibrerande atom i kristaller har i medel, per rumsdimension,
energin:
2
Py

M

dér de kinetiska och potentiella bidragen &r lika stora enligt ekvipar-
titionsteoremet. Atomerna vibrerar med en amplitud z fran sin ut-
gangsposition (figur 6.22) och rér sig da éver en yta S = mx? ~ kT.
Om elektronen hamnar inom avstandet x fran atomen, kan vi tinka
oss att den sprids.

[ metaller, inom fri-elektronmodellen (FEM), har endast elektroner
néira Ferminivan mojlighet att spridas. Nér vi diskuterar spridning
i metaller fokuserar vi da pa dessa elektroner, som alla har ungefar
samma fart vg.

Figur 6.22 visar elektronens vig mellan tva spridningar. En elektron
vid Fermienergin med hastighet v = vp tillryggaldgger en stracka

S =7nx
{=vrt

Figur 6.22: En elektron med hastighet v firdas mellan tva spridningar
en stricka ¢ = vr, dir 7 dr medeltiden mellan kollisioner och ¢ ar fria
medelviglingden.
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¢ = vp1 mellan tva spridningshindelser. Inom volymen Svp7 finns
da precis ett spridningscentrum. Om spridningscentra férekommer
i en koncentration Ny, maste Ny x SvpT vara 1. Vi far att

1 1
T = ~ — ~ T_1
SUFNS S

Nér vi istdllet betraktar spridning av laddningsbéarare i halvledare
mot vibrerande atomer méaste vi tolka hastigheten v i fig. 1 som den
termiska hastigheten vy, vilken beror pa T som vy, ~ T/2 (se kap.
2):

1 1
 Svy Ny, T x T2

T — T3/2

Temperaturberoendet blir alltsé inte detsamma, f6r metaller och
halvledare pga att elektroner i metaller férdelas pa ett sitt som
dr hart styrt av Pauliprincipen, medan elektroner/hal i halvledare
fordelas termiskt. Spridning mot atoméra vibrationer &r oftast den
dominerande spridningsmekanismen i halvledare vid rumstempera-
tur (och dven vid hoga T').

6.10.2 Spridning mot joniserade orenheter

For spridning mot joniserade orenheter far vi hitta en annan modell.
Vi téanker oss en elektron som ar pa vig mot en positiv jon, t.ex. en
joniserad donator. Den negativa elektronen har en potentiell energi
relativt jonen som vi kan skriva som

e2

E ot —
P dmege,r

dér r ar avstandet mellan jonen och elektronen.

Vi téanker oss nu att om elektronens kinetiska energi ar stérre &n den
potentiella, Ep;y, > Epo, sa fortsitter elektronen utan att spridas,
medan om Fyi, < Ep, sa har vi spridning. Vi kan da hitta ett
kritiskt avstand r. mellan jonen och elektronen.

3 e?

Erin = & kM= ———
kin pot 2 ATegE,Te

vilket ger att r, ~ T71,
Vi far da ett tviirsnitt for spridning S = 7r2 och vi ser att S ~ T2

Nér vi nu skriver ner vart uttryck for 7 pa samma sétt som tidigare
finner vi att

1 1 T3/2
~ SouN T2TI2N T N

T
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Figur 6.23: Kommer elektronen innanfér den kritiska radien r. som inne-
bar att kinetisk och potentiell energi &r lika stora har vi en spridning.

dér IV ar koncentrationen av joniserade storatomer, t.ex. joniserade
acceptorer eller donatorer. Ar N stort minskar 7, dvs spridnings-
processen bidrar mer till den totala spridningen. Denna spridnings-
mekanism dr effektivast och dominerande vid laga T

Hur blir detta i en metall? Har har elektronerna mycket hog kinetisk
energi jdmfort med den i en halvledare och den kinetisk energin
beror dessutom inte pd temperaturen, utan ges av Fermienergin.
De kommer alltsd att behéva komma mycket néra jonen innan de
paverkas av den (dvs r.. blir mycket liten). Vi far att r, ~ v Vi far
da ett mycket litet S (S ~ r2 ~ v?) - att hastigheten vy dr mycket
hogre &n vy, i en halvledare hjilper inte - och alltsa en mycket lang
spridningstid med avseende p& spridning mot joner om vi betraktar
processen i en metall. Spridning mot atoméra vibrationer kommer
att dominera utom vid mycket laga temperaturer.

6.11 Generation och rekombination — livsti-
der

Aven om halvledaren befinner sig i jimvikt exciteras hela tiden
elektroner fran valensbandet till ledningsbandet ( generation av elektron-
hal par) och elektroner i ledningsbandet rekombinerar med hal i va-
lensbandet. Men i jamvikt méste bade elektronkoncentrationen och
halkoncentrationen vara konstant. Rubbar vi jamvikten genom t ex
belysning eller pa elektrisk vig i en komponent kan lokala 6verskott
av laddningsbérare skapas i halvledaren. Generations- och rekom-
binationsprocesser bestdimmer da hur lang tid overskottet bestéar,
dvs overskottsladdningsbérarnas livstid. Vi kan ndja oss med att
betrakta denna livstid som en given parameter nir vi behover den,
en mera detaljerad diskussion finns dock i ett appendix i slutet av
kompendiet
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Diamant

Alexandrit: ligger mellan rubin
och smaragd.

&  Absorption level
[\ rapid

¥ Metastable level

Energy

slow

Laser transition

AN

Excitation

Ground level

Three-level Laser

Figur 6.24: Den forsta lasern
utnyttjade det metastabila
tillstandet hos Cr-storstéllen i
rubin.

' v/ Y ﬁ/

N B

transparent
gul bld

Figur 6.25: Diamanter &r pga sitt stora bandgap genomskinliga. Kvivefor-
oreningar ger dem gulaktig firg, gront och blatt ljus absorberas starkast.
Bor fungerar som acceptor och ger bl fiarg vilket beror pa absorptionens
spektralférdelning och inte kan inses pa enkelt sétt.

6.12 Djupa storstillen

De storstillen som anvinds vid dopning ger upphov till grunda stor-
nivéer, dvs nivaerna ligger nira bandkanterna. Detta dr nédvindigt
for att storatomerna ska kunna vara joniserade vid rumstempera-
tur. Det forekommer dock manga andra storstéllen som leder till
djupa nivaer ndrmare mitten av bandgapet. Dessa kan ha stor bety-
delse som klivstenar for generations- och rekombinationsprocesser
nér laddningsbéarare ska ta sig 6ver bandgapet. Men i allménhet bi-
drar de inte med nagra rorliga laddningsbharare. Djupa storstéllen
ger ocksa farg at manga ddelstenar, se figurer 6.24, 6.25 och 6.26.
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Rubin - Smaragd

Al,03 (korund) Be3AlpSigO1g  (beryll)

Cr3t
Rubin (rod)

cr3+
Smaragd (gron)

Figur 6.26: En Cr-jon ersétter en Al-jon i A1203. Ljus kan absorberas i
overgangar till breddade hogre tillstand, rubin blir réd. Systemet relax-
erar sedan snabbt till ett metastabilt tillstand dér det drojer kvar tills
overgangen till grundtillstandet atfoljs av rod fluorescens

6.13 Kommentar till bundna tillstand och band-

struktur

Donatorjonen &r attraktiv for elektroner, acceptorjonen repulsiv.
Nar vi betraktade bandstrukturen hos en atomér kedja ndmnde vi
att en attraktiv storatom kunde dra ut ett bundet tillstand under
bandet, en repulsiv stératom trycka upp ett tillstdnd over bandet
(se figur 6.27). Later vi bandet representera ledningsbandet sa far
vi donatortillstandet under bandet. Om figurens band representerar
valensbandet s& skjuts acceptornivin upp ur bandet.

Ej+24

acceptor

F<0

/

T
-m/a

XEI
E -24

/

— F>0

donator

n/a k

Figur 6.27: En storatom i en
kristall kan leda till elektroniska
tillstand utanfér banden. Dar
periodiciteten &dr stord &r
bandgapet inte lingre forbjudet.
Dessa nya tillstand &r
lokaliserade kring storatomen.
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Kapitel 7

pn-overgangen

I en halvledarkristall ddar det finns ett p-dopat och ett n-dopat omrdde intill varandra uppstar
ett utarmningsomrade vid grinsytan. Hdar dr koncentrationen av fria laddningsbirare lag jaimfort
med koncentrationen av dopatomer. Detta rymdladdningsomrade leder till ett elektriskt fdlt som
motverkar diffusion av majoritetsladdningsbdrare till andra sidan dvergangen och en potential-

barridr uppstar. I termisk jamuvikt dr Ferminivdn konstant ¢ hela halvledaren. Vid framspinning
dkar flodet av laddningsbdrare genom dvergangen exponentiellt med den pdlagda spinningen da
elektroner och hdl ingiceras som minoritetsladdningsbirare pd den motsatta sidan. I backrikining-
en har vi endast en liten ldckstrom. Strukturen fungerar dirmed som en likriktare. Vid tillrickligt

hoga backspinningar okar strommen kraftigt pd grund av tunnling eller lavingenombrott.

7.1 pn-Overgangen i jamvikt

Halvledarnas betydelse beror pa att vi kan férdndra deras egen-
skaper, t ex genom dopning, och framforallt pa att vi sedan kan
bygga anvindbara elektroniska komponenter genom att modifiera
olika omraden pa olika sitt. Hir borjar vi med den enklaste, men
mest grundldggande, komponentstrukturen: pn-évergingen.

7.1.1 Ett tankeexperiment

I ett tankeexperiment later vi tva homogent dopade omraden — det
ena n-typ, det andra p-typ — grénsa till varandra i en for Gvrigt
homogen halvledare. Vi forestiller oss att dessa omraden ar atskilda
av en for laddningsbérare ogenomtringlig vigg. Viggen tillater dock
utbyte av virme sa att temperaturen dr densamma i bagge omraden.

Biagge omradena &r i termisk, diffusiv jamvikt var for sig och karak-
teriseras d& av var sin Ferminiva (kemisk potential) Ep. Energiskill-
naden mellan de tva Ferminivaerna ar evyyq, dér ¥ ar diffusionsspin-
ningen (built-in potential, kontaktpotential eller inbyggd spanning).

177

° ® o

000000000
o o

©%9%°00
(@] fe) O

Ppo

Figur 7.1: pn-6vergangen innan

jimvikt har etab

lerats. Eg; ar

den intrinsiska Ferminivan, som
ligger ungefiar mitt i bandgapet.
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Jiffusione e 4 Vi antar vidare att temperaturen dr sddan att att alla storstiillen &r
e 6 o o
? XXX IXXXX) joniserade, dvs n = Np i n-typ omradet, p = N4 i p-typ omradet.
rekombination ‘I‘ -~ kg Nér vi nu har tva olika omraden indikerar vi vilket omrade det gal-
l _ ler med ett index n eller p. Elektronkoncentrationen n pa p-sidan
rekombination . . L - L .
Jo e | skriver vi som n,. Vid jamvikt lagger vi till ett index 0, dvs nyo.
800 ooo % 000 Y

0° ° %y diffus.i(?n Nir vi, i vart tankeexperiment, tar bort viggen i figur 7.1 forvintar

vi oss enligt statistisk fysik att partiklar — elektroner — kommer att
rora sig fran omradet med hogre Ep till omradet med ligre Ep.
Detta sker genom att elektroner diffunderar fran n-sidan med hog

Figur 7.2: Elektroner och hal
diffunderar och rekombinerar.

elektronkoncentration till p-sidan med lag elektronkoncentration.
Samtidigt diffunderar d& halen i motsatt riktning fran p- till n-
sidan. Néra overgdngen uppvisar ju bade elektroner och hal stora
koncentrationsgradienter som driver diffusionen. I n-omradet ges
elektronkoncentrationen av n-dopningen; vi kan exempelvis ha

Ny = Mo = Np = 1022 m ™3

medan elektronkoncentrationen i p-omradet ar

| o o n?
| LXX X np:npgz—lwlog m> om Ny=102 m™3
I Ep Na
| eftersom (i kisel) n; ~ 1016 m~3 vid rumstemperatur. Pa viig fran n-
E Fooood w omrédet till p-omradet varierar laddningsbhéararkoncentrationen allt-
© go ° : sa typiskt med ca 10 tiopotenser.
|
‘ Ater till vart tankeexperiment. I p-typ omradet rekombinerar elektro-
eNp . nerna, som nu har blivit manga fler 4n vad termisk jimvikt genom
massverkans lag foreskriver, med hal. I n-typ omradet rekombine-
X rar halen med elektroner. Rekombination &r ett sétt for systemet
- att gd mot termisk jamvikt. I omradet kring évergangen minskar
A dirmed koncentrationen av majoritetsladdningsbérare, vi far ett ui-
<E_ armnings- eller bristomrdde. De joniserade stératomerna (donatorer
50, 8876 0 of o och acceptorer) finns dock kvar och eftersom de i utarmningsomra-
o0 © 01 © o @°.® ° det inte neutraliseras av fria laddningsbérare far vi nettoladdningar.
% e®© 0g! © o % O Utarmningsomradet kallas darfor dven rymdladdningsomrdde. Hir
O@S@O © . © 5 ®%° bestéims laddningstiitheten p (enhet C/m3) viisentligen av storato-
©0© 0 7i® ©oeeo mernas koncentrationer,
Figur 7.3: Vid 6vergangen finns p= eri- = eNp pé n-sidan
ett utarmningsomrade utan fria
laddningsbérare. Har finns och

saledes en nettoladdning med
laddningstathet p. p-sidan &r
negativt laddad nira gransytan,
n-sidan positivt. @ indikerar
positiva donatorjoner (alltsa inte Utanfor utarmningsomradet forblir halvledaren neutral. De jonise-

hal). Negativa acceptorjoner rade storatomerna, positiva donatorjoner savél som negativa accep-
symboliseras av ©.

p=—eN, = —eN, pa p-sidan

dar vi har antagit fullstindig jonisation.

torjoner, neutraliseras av fria laddningsbérare.
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Vi betraktar nu figur 7.3 och ser att vi har ett positivt laddat om-
rade intill ett negativt. Har uppstar ett elektriskt fialt med riktning
fran det positivt laddade omrédet till det negativa. Detta kan ock-
s& uttryckas med hjilp av Gauss lag; laddningsférdelningen p ger
upphov till ett elektriskt falt &

A& p
dr &

Detta filt &r riktat sa att det motverkar diffusionen av laddnings-
bérare genom &vergangen, se figur 7.3. En viss féltstyrka bromsar
diffusionen helt och i en sadan situation férsvinner nettoflodet av
partiklar genom overgangen. Overgangen #r da i termisk jimvikt
och vart tankeexperiment dr fiardigt. Vi har nu klart for oss pn-
overgangens struktur och kan analysera strukturen och funktionen
mer i detalj.

Med det elektriska féltet & forknippar vi en elektrostatisk potential
() enligt

dp

E-filtet pekar fran n- mot p-omréadet (se figur 7.3), filtlinjerna star-
tar i positiva donatorjoner och slutar i negativa acceptorjoner. Ef-
tersom da & < 0 maste potentialens derivata vara positiv,

dip

— > 0.
da:>

Potentialen okar alltsd nér vi gar genom utarmningsomréadet fran
p- till n-sidan (figur 7.4). I de neutrala omradena &r det elektriska
faltet noll och darmed blir potentialen konstant. Vi kdinner &nnu inte
den elektriska potentialens form i utarmningsomradet, men den bor
vara kontinuerlig mellan 1) = 0 p& p-sidan och ¢ = ¥y pa n-sidan.

En elektrons potentiella energi blir z-beroende nér vi placerar den
i en elektrostatisk potential 1 (z), dvs

AEpoi(x) = (—e) - 1(2).

Bandkanterna representerar potentiell energi, och vi kan skissa pn-
overgangens banddiagram om vi adderar AE,yu(x) = (—e) - ¢(z)
till den ursprungliga (flata) bandstrukturen for att beskriva elektro-
nernas totala energi (figur 7.5). Hur potentialen i detalj varierar i
utarmningsomradet tar vi snart reda pé.

I termisk jamvikt, d& Ferminivan &r konstant genom strukturen, ser
vi att ey fran figur 7.1 aterfinns som avstandet mellan lednings-
bandskanterna (eller valensbandskanterna) pa p- respektive n-sidan

Vi véljer grénsytan mellan n- och
p-omradet att ligga i yz-planet.
Da har det elektriska filtet bara
en z-komponent, & = &, och
Gauss lag blir V- E = % = £

€s
€s = €r€0, dar €9 och &, ar
permittiviteten i vakuum samt
relativa permittiviteten for en
specifik halvledare.

e |
T

Figur 7.4: Den elektriska
potentialen kring 6vergangen. x,
och —z, markerar utarmnings-
omradets granser.

°
° . .o e/(%

Figur 7.5: Banddiagrammet for
pn-6vergangen i termisk jamvikt.
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Figur 7.6: Banddiagram och
laddningsbérarkoncentrationer i
en pn-Overgang i termisk jamvikt.
Majoritetsladdningsbarar-
koncentrationerna ppg och nyg
ges direkt av dopningen, och
minoritetsladdningsbéarar-
koncentrationerna ny,g och pyq fas
sedan genom massverkans lag.

180 KAPITEL 7. PN-OVERGANGEN

i figur 7.5. Detta inses enklast genom geometriskt resonemang. Be-
trakta figur 7.1. Vi forestéller oss att n-sidan ska flyttas neréat rela-
tivt p-sidan tills Ferminivderna 6verensstammer. n-sidan méaste da
sankas med et). Bandkanter foljer med ner (Er maste ligga pa sam-
ma avstand fran bandkanterna som innan - dessa avstand ges vid
full jonisation av dopningen) och ledningsbandskanten pa n-sidan
sanks alltsd med ety relativt ledningsbandskanten pa p-sidan. Vi
kan d& dra slutsatsen att skillnaden i elektrisk potential () mellan
p- och n-sidan méste vara v, som indikeras i figur 7.4.

Exempel: Hur stor dr 1y? Det beror pd hur hart de bada sidorna
ar dopade, d& detta bestdmmer Ferminivaernas ldgen, men genom
att betrakta figur 7.1 eller 7.5 inser vi att ey alltid &r mindre &n
bandgapet (iallafall i de strukturer vi beaktar). Vi anvinder vara
exempeldopkoncentrationer;

N4 =102 m™3 och Np =102 m 3,
den intrinsiska laddningsbérarkoncentrationen
ni=15-101m™3 vid T = 300 K

och permittivitetstalet ¢, = 11,7.
Med hjilp av uttrycket

kT <NAND>

Yo = —In 5

(& n;

som hérleds i en 6vningsuppgift, far vi ¥ till 0,75 V, och darmed
et till 0,75 eV.

De fria laddningsbararna har férstés inte helt forsvunnit fran ut-
armningsomradet och omrédets kanter &r inte fullt sd skarpa som
figur 7.3 antyder. Men vi ser i figur 7.6, som visar resultat vi kom-
mer fram till nedan, att elektron- och halkoncentrationerna i nastan
hela utarmningsomrédet dr mindre &n sig en procent av dopkon-
centrationen. For att berdkna potentialen kan vi da med god ap-
proximation férsumma de fria laddningsbérarna.
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7.1.2 Detaljerad hirledning

I forra avsnittet resonerade vi oss fram till en 6versiktlig insikt om
hur det elektriska féltet & och elektriska potentialen 1 bor varie-
ra i pn-6vergangen. Nu ska vi hitta kvantitativa uttryck for dessa
storheter.

I termisk jamvikt &r Ferminivan konstant och vi har ingen netto-
transport av laddningsbérare. Det elektriska filtet fran laddningen i
rymdladdningsomradet ger upphov till potentialbarriiren som hind-
rar elektroner och hal fran att diffundera till den motsatta sidan.
Stora koncentrationsgradienter forsoker alltsa driva diffusionen ge-
nom utarmningsomradet men kompenseras av starka elektriska filt
som haller partiklarna pé plats. I terminsk jamvikt tar de tva effek-
terna exakt ut varandra.

For att bestdmma den elektriska potentialen, det elektriska faltet
och utarmningsomradets vidd i jamvikt utgar vi ifran tva antagan-
den som gor det mojligt att 16sa problemet fér hand.

1) Abrupt éverging. Dopkoncentrationerna Ny och Np pé var sin
sida om Overgangen antas vara konstanta och &ndrar sig abrupt vid
gransytan mellan n- och p-typ-omradena.

2) Utarmningsapprozimationen. Néar vi bestdmmer den elektriska
potentialen 1 antar vi att det inte finns nagra fria laddningsbérare i
utarmningsomradet. Koncentrationerna av fria laddningsbéarare for-
svinner som vi redan noterat naturligtvis inte helt, men antas vara
mycket mindre &n dopkoncentrationerna N4 och Np, som darmed
ensamma bestdmmer laddningstétheten och, i férlangningen, den
elektriska potentialen i utarmningsomradet.

Vi utgar nu fran laddningstéitheten p i utarmningsomradet. I de
neutrala omradena utanfor utarmningsomradet ar det elektriska fal-
tet & = 0. For att bestdmma det elektriska filtet och potentialen
startar vi med Gauss lag som relaterar det elektriska féltet till ladd-
ningstétheten genom

A& p

dr e
For potentialen géller

W _

—&.
dzx

Dessa tva ekvationer kan vi sammanfatta i Poissons ekvation

Py  p

dx? €s



Observera att x, (och z,) inte
har bestdmts an.
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AP

-eN -é

Figur 7.7: Laddningstitheten i utarmnings- eller rymdladdningsomradet
hos pn-6vergangen i jamvikt.

Vi integrerar nu Poissons ekvation i omrade I i figur 7.7:

d*ep p _eNy

[y o ) @
_p, dx? dz’ dz'|_
p x xp
T eN N
_ / Thia! = (@) + () = A + 1)
7xp S S

och genom att utnyttja att &(—xzp,) = 0 far vi &(z) till

_@ . _GNA
de Es

&(x) =

(x + xp). (7.1)

Vi finner ¢(x) genom att integrera vért uttryck for det elektriska
faltet:

Tody T eNy eNy
[ ate =@y = [ SR = P
eNy
Y(x) = (—zp) + ?(:c + )2 (7.2)
Nu tittar vi pad omrade II:
d*y p eNp
) s ey (x> xp)
[ - )
L dx’? ~da! e, AT,
= —/ eEDd:L“’:—éa(xn)+£(x):—€€D(xn—x)
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a) & b) (8
Xp T Xn ;
1 = L > 1 0
o X

Xp Xn X

Figur 7.8: a) Det elektriska filtet i pn-dvergangen. &, &r absolutvirdet
av den maximala féltstyrkan i 6vergangen. b) Elektriska potentialens va-
riation i pn-6vergangen.

och genom att utnyttja att &(x,) = 0 far vi &(z) till

b _eN
dr e

E(x) = (x — xp). (7.3)

Vi finner ¢ (x) i omrade IT genom att integrera vart uttryck for det
elektriska filtet:

™ d / reN / ’ N,
’ dfﬁdiﬂ = p(zn)—tp(z) = —/x €€SD (2'—an)dz’ = 6255 (z—2n)°.
N
(@) = Plen) = 52 @~ w)? (7.4)

Det elektriska filtet maste vara kontinuerligt vid = = 0:

_ eNy e,
£(07) = —— %:gmﬂ:—ED

Tp = —Em (7.5)

dir &(07) ligger infinitesimalt till vinster om @ = 0 och &(0")
infinitesimalt till hoger. Indexet 'm’ star for 'max’ da & nar sin
maximala styrka precis vid 6vergangen, dvs vid x = 0 i vara figurer.

Ur kontinuitetskravet (7.5) for & ser vi att
Naz, = Npxy,. (7.6)

Samma samband féljer fran laddningsneutralitet: —eN gz, ar ladd-
ningen (negativ) per ytenhet pa dvergangens p-sida och eNpx,, den
positiva laddningen per ytenhet pa n-sidan. Finns det positiv net-
toladdning pa ett stélle méste det finnas negativ nettoladdning pa
ett annat. Halvledaren i sin helhet forblir neutral.

Det elektriska filtet &r negativt i utarmningsomradet (figur 7.8a),
dvs pekar mot p-sidan. Eftersom integration av det elektriska féltet
i figur 7.8a ska ge v i figur 7.8b;

Tn

() — p(—p) = — / Sde = o

—Tp

Kom ihag:

W
dxr



do=— |  &dv

—ap
Diffusionsspanningen 1 har in-

te bestdmts an. Ett typiskt var-
de i kisel ar ¢¥g ~ 0,8 V.
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ar arean i figur 7.8a lika med diffusionsspanningen 1)y.
Med uttrycken for &, (ekv. 7.5), dvs

eNp eNy4
Em = Tp =
s s

Lp

kan vi ta fram en relation mellan z,, x, och vy:

on Enx Enx
Ul = b(zy) = — [ Sdo= Ty S
-
2 2
eNazx, eNpx;,
= - - =0
es 2 €s 2

Slutligen vill vi bestdmma utarmningsomradets vidd w = x, + x,.
Ovan fann vi

Naz2  eNp a2 N N
¢0:6 ATp  ED T o éamze Axp:L D
65 2 Es 2 ES 88
Vi far
(g) (53 GND ND
o= G ) = G = G (T2 1) a2
vilket ger

. :\/265% 1 Na
" e Np+NsV Np

Ur laddningsneutralitet (ekv. 7.6) foljer att x, = (Np/Na)z,

S Y L TR 1
P " e Np+Nag\V Ny’

och slutligen

v fER_T ([N, [
- e Np+ Ny Np Ny

Ett alternativt uttryck for w ér (verifiera!)

_ 2e5¢0 (Np+ Na
o= (o) )
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Exempel: Vi berdknar w och &, i Si for dopkoncentrationerna
Ny =102 m~3 och Np = 1022 m~3,

samt n; = 1,5 - 106 m™3 vid T'= 300 K och ¢, = 11,7.
Vi bestdmde tidigare g till 0,75 V for de givna N4 och Np, och

finner nu

2e5100 1 Ny \/ND
- AL 22 ) =033
v \/ e Np+ Ny ( Np * Na o HE

och

P
G =220 _ 4 5.10° V/m
w
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Sammanfattning: pn-6vergang i ter-
misk jimvikt

I utarmningsomradet finns mycket fa fria 00 006 o!
laddningsbéirare och laddningen ges va- ©
sentligen av de joniserade dopatomerna. % e ©0 3!
Utanfor utarmningsomradet ar nettoladd- ©0 0
ningen noll. ©090 ©

Ap N

Rymdladdningstatheten p i pn-6ver-

gangen. Vi gor approximationen att det

=y

finns en nettoladdning bara i utarmnings-
omradet.

-eNy

&
Laddningstdtheten p ger upphov till ett ~tp T n
elektriskt filt &. Do .

-&n

1/} wO

Det elektriska faltet & kan relateras till
en elektrisk potential v - filtet &r (minus)
gradienten av potentialen.

Den elektriska potentialen v ger potentiell
energi Ep, for en laddning ¢ via Epy(z) =
q¥(x). Bandkanterna visar potentiell ener-
gi for elektroner, allts& ges de av —et)(x).
En elektron vid ledningsbandskanten pa n-
sidan maste tillforas energi fér att befinna
sig vid ledningsbandskanten pa p-sidan -
den har dar hogre potentiell energi.
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7.1.3 Strom vid jimvikt?

Under de forutséattningar vi diskuterar i den hér kursen intraffar
jamvikt nér den yttre palagda spadnningen U = 0 och nér vi in-
te har nagon optisk excitation. I jamvikt kan det inte flyta négon
strém genom pn-6vergangen. Men detta géller for nettostrommar-
na. De enskilda laddningsbérarna ar i standig rorelse, vissa ror sig
&t vinster, andra at hoger utan att det sker nigon nettotransport
av varken elektroner eller hal. Elektroner pé n-sidan med koncent-
ration n, = Np vid fullstindig jonisation har i medel en termisk
(kinetisk) energi 3kT'/2 ~ 0.038 eV vid T' = 300 K. De flesta har da
energier som ar for smé for att de ska kunna passera barridren éver
till p-omradet. I banddiagrammet pa foregaende sida ser vi dock att
det finns ett fatal elektroner pa n-sidan som har tillréckligt stor ter-
misk energi for att kunna ta sig 6ver barridren, férutsatt att de ror
sig i ratt riktning. Samtidigt finns det ett fatal elektroner pa p-sidan
som, om de rakar diffundera till utarmningsomradet, sveps 6ver till
n-sidan av det starka elektriska féltet. Detta innebér att det hela ti-
den finns elektroner som ror sig genom utarmningsomradet i bagge
riktningarna. Men vi vet att nettostrommen som uppstar pa grund
av dessa fldden genom Overgdngen maste vara noll. Motsvarande
argument giller for halen, deras nettostrom ar ocksa noll.

Kom ihag: kT ~ 1/40 €V vid
T =300 K
ey ~ 0,8 eV



+ -

i

Figur 7.9: Krets-symbolen for en
likriktare.
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7.2 pn-overgangen med palagd spinning

Vi bérjar med en kort kvalitativ introduktion for att fa en oversiktlig
forstaelse for pn-6vergadngen som komponent.

7.2.1 pn-O6vergangen som likriktare

pn-overgangen &r en likriktare, dvs en komponent som leder strém
for en polaritet pa den palagda spdnningen U men inte for motsatt
polaritet. Képer man en pn-6vergéng i en elektronikhandel kallas
den ofta diod.

Niar pn-Overgangen ar i termisk jamvikt, figur 7.10, finns inga net-
tofloden av laddningsbérare genom bristomradet. Potentialbarrié-
ren i bristomradet hindrar de flesta elektroner fran n-omradet fran
att ta sig over till p-omradet. Barridrens hojd ar ey, dér ¢g &r
diffusionsspédnningen.

Négra fa elektroner pa n-sidan har dock tillrackligt h6g energi for ta
sig forbi barridren (de foljer en termisk fordelning), och pé p-sidan
finns ocksd nagra fa elektroner som kan svepas &ver till n-sidan
av det elektriska féltet i utarmningsomradet. Dessa tva floden (gra
pilar i fig 7.10) tar precis ut varandra, ingen strom flyter genom
pn-6vergangen. Helt analoga argument giller for halen som vi for
enkelhets skull utelamnar hér.

Nu ldgger vi en spinning 6ver pn-Overgangen, se figur 7.12, dér vi
satter spanningens pluspol pa p-sidan och minuspol pé n-sidan. Da
Okar elektronernas potentiella energi pa n-sidan med

AByy = —e(~U) =eU (U > 0)

relativt p-sidan. Darmed minskar barridrhdjden pa motsvarande
satt. Elektronerna foljer en termisk fordelning i ledningsbandet och

ey,

Figur 7.10: pn-6vergang i termisk jamvikt
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o ~

Figur 7.12: Vinster: da pn-overgangen &r framspind (U > 0) minskar
barridrh6jden. Hoger: d& pn-6vergangen dr backspind (U < 0) okar bar-
ridrh6jden.

betydligt fler elektroner fran n-sidan kan nu passera barridren me-
dan elektronflédet fran p-sidan forblir detsamma. Overgangen #r
framspdnd och bristomradets vidd minskar. I dioden flédar nu en
nettorstrom fran p- till n-sidan (elektronerna ror sig fran n- till
p-sidan).

Byter vi polaritet pa spadnningen, U < 0, minskar elektronernas
potentiella energi p& n-sidan relativt p-sidan. Barridrhdjden okar
d& och endast det lilla elektronflédet fran p-sidan (som ger “lick-
strommen” genom pn-6vergangen eller dioden) finns kvar. Barriér-
hjden spelar ingen roll for detta fléde - det bestdms av tillgangen
av elektroner pa p-sidan vilken bestdms av massverkans lag. Lack-
strommen blir liten och konstant i en férsta approximation. Over-
gangen ar backspind och bristomradets vidd har ¢kat.

I nésta avsnitt kommer vi att diskutera mekanismerna bakom ladd-
ningstransport i pn-6vergangen mer i detalj, men redan nu kan
vi anviinda vara insikter till att ta fram ett uttryck som beskri-
ver strommen genom pn-6vergangen som funktion av spdnning-
en. Strommen [ fas fran flédet F' genom att multiplicera flodet
med elektronladdningen. For elektronerna blir ddrmed strommen
motriktad flodet. Vi kommer dock i det féljande att diskutera floden
och inte strommar, da figurerna visar flsden. Aven fortsatt koncen-
trerar vi oss pa elektronernas rorelse, men samma diskussion kan
foras for halen.

[ figur 7.10 &r den yttre, palagda, spdnningen U = 0. De gra pilarna
i figuren som representerar elektronflode &r lika stora. Vi kallar vart
och ett av dessa floden for Fy (motsvarande strommar kan vi kalla
Iy), och totala strommen /flédet ar noll.

I figur 7.12a &r pn-Gvergangen framspénd. Flodet av elektroner fran
p-sida till n-sida ar oféréndrat, och ger fortfarande upphov till en

e(¥o-U)

Figur 7.11:
Strom-spanningskurvan for en
pn-6vergang. I en framspénd
overgang kan det gd en stor
strom.

Figur 7.13: I en backspind
Overgang finns en liten lackstrom.



Figur 7.14: Om en pn-Gvergang
backspénns mycket kan det
orsaka en stor backstrom.

Ideala diodekvationen
Antagande 1: Hela den palagda
spinningen ligger 6ver
utarmningsomradet.

190 KAPITEL 7. PN-OVERGANGEN

strom Iy, medan flodet fran hoger till vinster har okat kraftigt. Vi
vet att elektroner besdtter tillstdnd i ledningsbandet enligt en ex-
ponentiellt avtagande "Fermi-svans”, e E/FT Nir vi lyfter n-sidan
relativt p-sidan kan vi anta att exponentiellt fler elektroner har till-
ricklig energi for att diffundera till p-sidan. Flédet dessa elektroner
ger borde ges av

Ffram = FOGQU/kTu

da vi har minskat barridrhojden med energin eU. Totala flodet bor-
de da bli (lodet framat) - (lodet bakat):

F(U) = FoefVFT — Fy = Fy(e?V/FT — 1),
eller, uttryckt som strom,
I(U) = LyetVRT — Iy = Io(efV/FT — 1),

Ekvationen vi nu har resonerat oss fram till kallas ideala diodekva-
tionen. Vi kommer strax att géra en mer utforlig hirledning som
dessutom leder fram till en insikt om de faktorer som paverkar Ij.

Vid backspénning, U < 0, blir strommen I = —Ij som ocksa ses i
figur 7.12b.

Vid tillréckligt hog backspanning kan genombrott (diskuteras mer
senare) ske i pn-6vergangen, vilket resulterar i en stor backstrom.

Efter denna kvalitativa introduktion ska vi titta ndrmare pa de
antaganden vi redan har gjort och de ytterligare som vi behdver
gora for att kunna verifiera vara idéer om strom i pn-6vergangen.

7.2.2 Var hamnar spinningsfallet?

Vi lagger nu en framspinning, exempelvis U = 0,5 V, &ver Gver-
gangen, med polaritet (+) pa p-sidan och (—) pa n-sidan.

De neutrala omradena har hog konduktivitet (manga fria laddnings-
bérare) i forhallande till utarmningsomradet (med mycket farre fria
laddningsbérare). Spanningsfallet borde da till allra storsta delen
hamna 6ver utarmningsomradet.

For att forsoka dvertyga oss om att sa &r fallet betraktar vi en pn-
overgang i kisel med nagra rimliga virden pa stromtéithet, spanning
och dopnivaer. Vi antar att en viss framspénning, sdg U = 0,5 V,
ger upphov till en stromtithet pa J = 10* A /m? i komponenten.

Vidare antar vi féljande data: pa p-sidan &r halmobiliteten pp =
450-107* m?/Vs och Ny = 10%m—3. Pa n-sidan #r elektronmobi-
liteten e, = 1350-107* m?/Vs och Np = 10*2m™3. Vi antar full
jonisering.
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Stromtéatheten dr densamma i hela komponenten. Om vi antar att
strommen i de neutrala delarna utgérs av majoritetsladdningsba-
rarnas driftstrom, kan vi berdkna det elektriska falt som behovs i
dessa omraden for att ge den Onskade stromtétheten. Vi har strom-
tdtheten

Jp = 08 = epnppos
pa p-sidan samt
Je =08 = epennod

pa n-sidan. Vi berdknar det elektriska féltet i de neutrala omradena,
(utanfor bristomradet) pa p- respektive n-sidan och far & = 13,9
V/m pé p-sidan och & = 46 V/m pa n-sidan.

Om vi nu vidare antar att de neutrala omradena dr 100pm langa,
leder detta med de ovan berdknade féaltstyrkorna till ett spannings-
fall 6ver det neutrala p-omradet pa 1,39 mV och 6ver det neutrala
n-omradet pa 4,6 mV. Spéanningen totalt éver pn-Gvergangen satte
vi till 0,5 V, och var rakning indikerar alltsé att all palagd spinning
utom nagra fa procent hamnar 6ver utarmningsomradet. Framéver
kommer vi darfor att forutsitta att spinningsfallet hamnar &ver
bristomradet.

7.2.3 Bidrar minoritetsladdningsbirarna till strom-
men i de neutrala omradena?

Vi har nyss bestédmt de elektriska filten i de neutrala omradena som
krévdes for att majoritetsladdningsbérarnas driftstrommar skulle
ha ett visst givet virde. Hur stora dr nu minoritetsladdningsha-
rarnas driftstrommar for dessa falt? Langt borta fran dvergangen
i p-sidans neutrala omrade blir elektronstromtitheten med faltet
&=139V/m

J, =487-1077A/m?
och hdlstromtatheten pa n-sidan med féltet & =46 V/m
Jn=1,6-1071°A/m?

Dessa strommar dr helt forsumbara jamfért med den stromtéthet
pa J =10* A/m? som vi har tagit som exempel hiir, vilket beror pa
att koncentrationerna av minoritetsladdningsbérare ar ungefér 12
tio-potenser mindre &n majoritetsladdningsbirarkoncentrationerna.
Elektronernas driftstrom pa p-sidan langt borta fran évergangen
ar da forsumbar i forhallande till deras driftstrom langt borta pa

Verifiera J, pa p-sidan och Jp pa
n-sidan. Du behdover forst
berdkna minoritetsladdnings-
bérarkoncentrationerna.



Av de majoritetsladdnings-
bérare som ror sig fram till och
genom utarmningsomradet dr det
inga som Overlever resan fram till
kontakten pa motsatta sidan, alla
rekombinerar pa végen.

|

dlagd spianni
@ p g p l’lﬂlﬂg @

// n

Xp Xn X

Figur 7.15: Den palagda fram-
spanningen U har motriktad
polaritet jamfort med diffusions-
spénningen g, vilket leder till
att barridrhdjden reduceras.
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& Yo-U
-Xp T Xn
1 / 1

L
- gm

Figur 7.16: Filttriangelns area &r bestdmd av potentialskillnaden vid 6ver-
gangen. Vid framspénning minskar det elektriska filtet i hela utarmnings-
omradet,.

n-sidan. Detta innebédr att av alla de elektroner som kommer in
fran kontakten pa n-sidan ar det néstan inga som kommer fram till
kontakten pa andra sidan av pn-Gvergdngen - pa p-sidan bérs ju
strommen s& gott som uteslutande av halen (majoritetsladdnings-
bararna). Vi kan séga att alla fria laddningsbérare rekombinerar né-
gonstans kring évergangen. Detta ger oss en bild av pn-6vergangen
dér majoritetsladdningsbérare flyter in fran kontakterna mot Gver-
gangen for att rekombinera nagonstans kring dvergangen.

7.2.4 Ideala diodekvationen

Efter dessa inledande kommentarer ska vi hirleda den s& kallade
ideala diodekvationen pa ett sitt som ger mer forstéelse for meka-
nismerna bakom stromtransport i pn-dvergdngen. Ideala diodekva-
tionen bageras pa ett antal antaganden eller férenklingar, och man
kan sedan ta fram diverse korrektioner till denna forsta ideala be-
skrivning (vi ska titta kort pa ett par sddana korrektioner, utan
detaljer).

Framspénningen over utarmningsomradet reducerar barriarhojden
fran g till 19 — U. Overgangens n-sida kar i energi med AE,o =
eU relativt p-sidan. Detta gor att fler laddningsbdrare kan ta sig
forbi potentialbarridren.

Ett spénningsfall U som reducerar potentialskillnaden mellan de tva
neutrala omradena leder till en dndring (minskning) av det elektris-
ka féltet i utarmningsomradet. Féltet blir, vid framspinning, sva-
gare &n det ursprungliga féltet vi hade i termisk jimvikt och det
blir ddrmed ldttare ddrmed fér majoritetsladdningsbérare att ta
sig genom utarmningsomradet. Figur 7.16 visar dndringen av det
elektriska filtet & i utarmningsomradet.

Att diskutera effekten filtet har pa laddningsbérarna eller att stude-
ra potentialens effekt ar forstas bara tva olika sétt att se pd samma
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fenomen. Vi ser ocksé i figur 7.16 att utarmningsomradets vidd w
minskar. Detta féljer dven ur det uttryck vi hirledde ovan;

w 2esv0 (Np + Ny
N (& NDNA
dér vi nu far ersdtta g med g — U sé att vi far

w~ /g —U.

Nar barridrh6jden séinks och det elektriska filtet minskar rubbas
balansen vi hade i termisk jamvikt mellan diffusionen i utarmnings-
omradet som drivs av stora koncentrationsgradienter och det elekt-
riska féltet som forscker hélla laddningsbédrarna pa avstind pa var
sin sida om Gvergangen.

Detta méaste da resultera i ett nettoflode av laddningsbérare genom
utarmningsomradet, vilket vi redan har konstaterat inledningsvis,
och darmed elektron- och halstrommar J. och Jy. Figur 7.17 visar
att antalet elektroner och hal som kan ta sig 6ver barridren har dkat
kraftigt pa grund av framspénningen U.

Vi antar nu att vi inte har nadgon netto-rekombination eller genera-
tion i utarmningsomradet utan att strémmar av hal eller elektro-
ner dr konstanta i hela utarmningsomradet. Lika ménga elektroner
(hal) som passerar in i utarmningsomradet vid z,(—x,) passerar
ut pa andra sidan. I rymdladdningsomradet &r nettorekombination
en klar mdjlighet, bade elektron och halkoncentrationer har dkat
under framspénningen, men vi bortser alltsa fradn denna mdjlighet
tills vidare. Vi ska dock aterkomma till detta i slutet av kapitlet.

Vi tdnker oss att dessa, i utarmningsomradet konstanta, strommar
kommer hela vigen fran kontakterna, genom respektive neutrala
omrade, genom utarmningsomradet och darifran fortsitter in i de
neutrala omradena pa motsatta sidan (se figur 7.17). I det statio-
néra tillstand vi betraktar ar alla laddningstétheter konstanta med
avseende pa tid.

Eftersom strommarna i figur 7.17 leder till ett konstant infléde av
elektroner /hal i de neutrala omradena pa Gvergangens motsatta si-
da blir det en kraftig 6kning av elektronkoncentrationen i —x, och
av halkoncentrationen i x,. I bigge punkterna 6kar alltsd mino-
ritetsladdningsbérarkoncentrationen. Vi sidger att minoritetsladd-
ningsbarare injiceras i de neutrala omradena vid dessa punkter.

Hur stora bli da minoritetsladdningsbéararkoncentrationerna i punk-
terna —x, och x, pa grund av denna injektion? I p-omradet &r

Ideala diodekvationen
Antagande 2: Ingen
netto-rekombination eller
generation i utarmningsomradet.
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Figur 7.18: pn-6vergangen i
termisk jaimvikt.

Du kan utnyttja ekv. 7.8 for att
hérleda ett uttryck for .
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Figur 7.17: De vita pilarna markerar floden av laddningsbéirare genom ut-
armningsomradet. De svarta pilarna visar strommen (inte partikelflode-
na). eU &r energiskillnaden mellan Ferminivaerna i de neutrala omradena
langt fran 6vergangen.

elektronkoncentrationen nyy i termisk jamvikt bestdmd av mass-
verkans lag

2 2
no_”i _
p0 = —— = )
DPpo Ny

Elektronkoncentrationen i ledningsbandet ges som vi fann i tidigare
kapitel av

n(z) = Noe~ Fo@)=Er)/kT

Skillnaden mot tidigare fall, dar vi betraktade en homogen halvle-
dare, dr att ledningsbandskanten i pn-6vergéngen ar lagesberoende,
Ec(z), och dérmed blir dven elektronkoncentrationen ligesberoen-
de; n(z).

Betraktar vi forst overgéngen i termisk jamvikt s& har vi i punkten
T =—2p

npo = n(—xp) = Nge~(Eo(=wp)=Er)/kT
och i punkten z,

Npo = n(xy) = Nge~(Eolen)=Er)/kT
Ledningsbandskanten pa p-sidan ligger hogre i energi,

Ec(—xp) = Ec(wn) + eyo,

och darmed kan vi skriva
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npo = Noe ™ (Ec@n)=Ertevo) kT — p o=evo/kT (7.8)

Detta uttryck ger alltsa ett samband mellan elektronkoncentratio-
nerna pa 6mse sidor om utarmningsomradet vid jimvikt.

Nér barridrh6jden minskar fran ey till e(ipg — U) f6rviantar vi oss,
pa grund av injektionen, att elektronkoncentrationen i punkten —x,
okar kraftigt relativt sitt jamviktsvirde npo. Det ligger nu néra till
hands att modifiera jémviktssambandet 7.8 genom att helt enkelt
ersitta ¥y med g — U vilket ger

np(—x,) = nnoe—e(wo—U)/kT

eller

np(_xp) — nnoefm/)o/kT . eeU/kT — npoeeU/kT (79)

Med n,, betecknar vi den 6kade elektronkoncentrationen pé p-sidans
gréans mot utarmningsomréadet (punkten —z,) nér en framspanning
U lagts 6ver dvergangen.

Denna extrapolation ar langt ifran trivial, nar vi overger jamvikt
forlorar vi mycket av den trygghet som statistiska fysikens jim-
viktsvillkor erbjuder. Men om vi antar att vi inte befinner oss allt-
for langt ifran jamvikt sa kan vi hoppas att samband extrapolerade
fran jamvikt &nda kan ge rimliga resultat.

Elektronkoncentrationen n,(—zp) vid utarmningsomradets grins
till p-omrédet okar allts& kraftigt vid framspénning enligt 7.9. Vi
far en stor nettoladdning som majoritetsladdningsbérarna (halen)
kommer att neutralisera. Hal strommar in fran kontakten for att
skapa en stationir laddningsfordelning som aterspeglar elektronfor-
delningen men har motsatt tecken. I punkten —x,, gillde vid jamvikt
(om vi tar dopnivéerna i fig. 7.6 som exempel)

npo(—xp) ~ 10 m ™3
Injektionen ékar virdet med en faktor ecU/F ~ 108 (enligt ekv.
7.9) ndr U = 0,5 V till

ny(—xp) ~ 10 m=3

Denna &ndring dr fantastiskt stor, men halkoncentrationen ppy =
N4 = 10** m=3 &r fortfarande 8 tio-potenser storre! Detta bety-
der att dkningen i halkoncentration som behovs for att neutralisera
den 6kade méngden elektroner dr férsumbar relativt sett, p, forblir
néstan ofordndrad.

Néar

np(—xp) — npo <K ppo = N4



Ideala diodekvationen
Antagande 3: Vi antar lagniva-
injektion, dvs att dndringar av
minoritetsladdningsbarar-
koncentrationer dr mycket sma i
forhallande till majoritetsladd-
ningsbérarkoncentrationen.
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np pn
Pn(xXn)
A
l B ﬂp ('.Xp)
- ] npo pno -
'xp X Xy X

Figur 7.19: Koncentrationerna av injicerade laddningsbérare som funk-
tion av avstandet fran utarmningsomradets grinser. Langt borta fran
utarmningsomradet (i punkt A och B) har alla injicerade laddningsbéra-
re rekombinerat och endast jimviktskoncentrationen av minoritetsladd-
ningsbdrare aterstar.

géller talar vi om ldg-niva injektion. Detta antagande utnyttjade vi
implicit ovan nér vi i sambandet

np(—,) = npe¢Wo=U)/kT

ersatte n, med ng,g.

For de injicerade halen vid grénsen till n-sidan (x,) giller — vid
lag-niva injektion — analogt

Pn (xn) = pnOeeU/kT-
Dessa injicerade minoritetsladdningsbérare befinner sig i ett faltfritt
(vi har ju antagit att spanningsfallet ligger enbart Gver utarmnings-
omradet), neutralt omrade. De kan bara fortsitta pa sin vig genom
diffusion. Samtidigt dr de omgivna av majoritetsladdningsbérare,
som de efter hand kommer att rekombinera med. I stort sett inga
injicerade elektroner 6verlever lingre dn till sdg punkten A, inga hal
langre an till sdg punkten B i figur 7.19. Dessa punkter dr nagot
godtyckligt valda och infors endast for att grovt beskriva omradet
inom vilket minoritetsladdningsbéararna rekombinerar. De injicera-
de laddningsbararnas koncentration avtar dirmed nér vi avlagsnar
oss fran utarmningsomradet och en skiss av koncentrationerna bor
da se ut som i figur 7.19.

Man kan visa (se appendix i slutet av kompendiet) att kurvorna i
figur 7.19 beskrivs av exponentialfunktioner

np() = nyo = (np(—p) — o) - 70N/ e (7.10)
och

pn(x) — Pno = (pn(wn) _pnO) : ei(xixn)/Lh (7.11)
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dar

Lh = \/DhTh och Le = \/DeTe

ar de s kallade diffusionslingderna for hal resp. elektroner. Over-
skottet av minoritetsladdningsbérare har minskat med en faktor 1/e
pa en diffusionsldngd. Dy och D, &r diffusionskonstanterna och 7,
och 7. livstiderna foér hal resp. elektroner som kort introducerats i
kapitel 6.11. Livstiderna ger medellivslangden fér minoritetsladd-
ningsbérare, t.ex. 7, for hal pa n-sidan, dvs hur linge ett visst hal
i medel existerar innan det rekombinerar med en majoritetsladd-
ningsbérare. Hur langt det injicerade 6verskottet av minoritetsladd-
ningsbérare nar innan det har rekombinerat beror pa diffusionslang-
den som i sin tur beror av bade diffusionskonstanten och livstiden.

I termisk jamvikt sker hela tiden bade rekombination och gene-
ration. Vid jamvikt dr processerna lika starka och ger konstanta
laddningsbérarkoncentrationer. Om vi injicerar extra minoritets-
laddningsbérare, far vi lokalt i halvledaren en nettorekombination
nér systemet strivar mot jamvikt.

Exempel: Vi betraktar en pn-dvergang i kisel och jamfor diffusions-
langden L. med utarmningsomradets bredd w. Vi tar som indata:

N4 = Np = 10*' m~3 (typiska viirden)

er(Si) =114

T =300 K

my = mj = m (approximerar lite hér)

E,=11¢eV

D, ~20-10* m?/s samt 7. ~5-10"7 s (typiska viirden)

n? = NgNye Po/FT = 2.07.10%2 m™°

KT [,
o = “Zln (”01;”0> =058V (e < E,)

e i
2e1hy 1 Ny Np 6
_ a2t 22 ) =159 1
w \/ > (ND+NA)< ND+ N, 59-107%m
£m:2%:7,30-105 V/cm

= Diffusionsléngd L. = \/ﬂ =3,2- 107° m

Diffusionslingden kan vara mycket stérre &n utarmnings-
omradets vidd w.

Observera att livstiderna inte ar
samma sak som spridnings- eller
kollisionstiderna vi anvinder for
att berdkna mobilitet.
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Figur 7.20: Alla injicerade minoritetsladdningsbérare rekombinerar mel-
lan A och —z, (elektronerna) eller mellan x,, och B (halen) — graa pilar.

Fran ekvation 7.10 (illustrerad i fig 7.19) ser vi att vi har en icke-
konstant férdelning av minoritetselektroner pa p-sidan av pn-Gvergangen.
Enligt vad vi har diskuterat i kapitel 2 om diffusion, inser vi att kon-
centrationsgradienten ger upphov till en diffusionsstrom. I punkten

—xp blir elektronstrommen

dny eDe(np(—zp) — 1po)

Je(—zp) = €D, T 7
Jo(—zp) = L)Lenpo (e@U/’“T _ 1)

For halstrommen finner vi analogt (med hjalp av ekv. 7.11)

dpn o eDh(pn(Q:n) _pnO)
dx Lh

Dppr,
Tn(an) = S0 I}f & (eeU/kT —~ 1)

Négonstans mellan A och —z), rekombinerar i princip alla elektroner
som kommer fran n-omrédet, nadgonstans mellan x,, och B rekom-
binerar alla hal, se figur 7.20. Eftersom

ser vi att strommarna Ookar for storre diffusionskonstanter och mins-
kar nér livstiden blir ldngre.

Ovan har vi betraktat enbart diffusionsstrommarna hos minoritets-
laddningsbéararna. Driftstrémmen bortser vi fran d& den f6r mino-
ritetsladdningsbdrare &r mycket liten eftersom koncentrationen av
laddningsbérare savil som filtstyrka ar sma.
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Figur 7.21: Majoritetsladdningsbédrare moter de injicerade minoritetsladd-
ningsbérarna for att rekombinera.

I ett stationdrt tillstdnd ersétts minoritetsladdningsbérarna som
rekombinerar hela tiden av nya laddningsbérare som diffunderar
fran utarmningsomradet, dvs levereras av strommen J.(—x)) eller
Jn(xy). Déarmed upprétthalls en stationédr koncentration. Lika lite
kan majoritetsladdningsbirarna bara forsvinna, &ven de méaste kon-
tinuerligt levereras. Vi maste 0ka deras infléde fran kontakterna som
visas i figur 7.21, dvs just med samma stromtathet som Jo(—xp) for
halen och med Jj(z,,) for elektronerna.

Nu &r bilden &ver laddningsbirarnas fléden i pn-6vergéngen &ntli-
gen klar. Vi har i punkten z = x,, en viss diffusionsstrém av hal —
detta dr den enda halstrém vi har i denna punkt. Vi vet att hal-
stréommen dr konstant genom utarmningsomradet — den har alltsa
samma virde i punkten x = —x, som i punkten x = x,. Mekanis-
men som ger halstrommen i punkten —x,, ar svarare att siga nagot
om — halen &r hédr majoritetsladdningsbdrare och vi kan anta att
drift savil som diffusion bidrar. Aven ett svagt elektriskt filt kan ge
en mérkbar driftstrém hos de manga majoritetsladdningsbérarna.
Oavsett mekanism vet vi att halstrommen i punkten —x, ges av
Jn(xy) samt att elektronstrommen (fran diffusion) i samma punkt
ges av Jo(—xp) — lagger vi thop dem far vi hela strémmen genom
pn-overgangen. Detta ger oss da med

J = Jo(—xp) + Ju(2n)

den ¢deala diodekvationen

7o <€Denp0 n eDth0> (eeU/k:T . 1) = J (eeU/k’T _ 1)

L, Ly,

I Jy har vi samlat en hel méngd parametrar. Vi ser att Jy ar span-
ningsoberoende, men ocksa att alla termer i Jy (utom e) ar tempe-

Figur 7.22: Totala strémmen far
vi genom att addera J.(—x,) och

Jh(a:n)

1"

4

i

f

Figur 7.23: Ideala diodekvationen
I = Io(efV/*T —1)
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Figur 7.24: pn-6vergangen vid
backspdnning.
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raturberoende. Starkast — exponentiellt — ar temperaturberoendet
i minoritetsladdningsbérarkoncentrationerna.

7.2.5 Backspénning

Niar vi byter polaritet pa den palagda spidnningen, dvs lagger pa
spanningen U < 0, hamnar hela spénningsfallet aterigen Sver brist-
omradet. Detta innebér att det elektriska féltet dkar, potentialbar-
rifiren Okar och &ven bristomradets vidd okar. Situationen beskrivs
av figur 7.24 och 7.25. Diodekvationen blir

J=Jo (€eU/kT _ 1> — 7 (€—e|U\/sz _ 1)
(da U < 0) vilket reduceras till
J =~ —J[)

for backspadnningar sddana att |[U| > kT /e. J = —Jy kallas for
lackstrom eller backstrom.

Vilka laddningsbérare utgdr denna lilla lackstrom? Antalet elektro-
ner som har tillricklig energi for att ta sig 6ver potentialbarrié-
ren har sjunkit drastiskt, elektronflédet mot p-sidan kommer att
bli férsumbart litet. Den enda kvarstdende mdjligheten for ladd-
ningstransport genom Gvergangen dr att minoritetsladdningsbérare
rakar diffundera till bristomradets kant dédr det starka elektriska
féltet sveper dem over till motsatta sidan (fig. 7.25). Nu kan des-
sa minoritetsladdningsbérare inte ersédttas av nya laddningsbérare
som kommer fran kontakterna, utan méste skapas genom termisk
generation i omradena mellan A och —z, (elektroner) och mellan
x, och B (hal). Vid framspéanning rekombinerade laddningsbérare
i dessa omraden, nu genereras de i samma omraden, se fig. 7.26.
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Figur 7.25: Backspénningen hindrar att elektroner ror sig fran n- till p-
sidan och att hal tar sig fran p- till n-sidan. Darmed aterstar endast
den svaga strom som uppstar da minoritetsladdningsbérare rullar ner for
backen till n-sidan (elektroner) eller bubblar upp till p-sidan (hal).

(—— ¢
[ ] | [}
T O
neutralt R
K \
omrade ) \ ¢
generation S ° o0
- e | R
O = ey b
5 0o N e o
% |9 [ 50 |0\ ¢Ullee ofe opee
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omrade
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Figur 7.26: Minoritetsladdningsbérare genereras i angrénsande omraden
kring utarmningsomradet, diffunderar till utarmningsomradets kanter och
sveps genom utarmningsomradet av det elektriska féltet. De termiskt ge-
nererade majoritetsladdningsbérarna flyter ut till kontakterna.
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Figur 7.27: Laddning pa n-sidan
som funktion av spinning.
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7.3 Spéarrskiktskapacitans (backspidnning)

I termisk jamvikt giller for vidden av utarmningsomradet pa n-
sidan

. :\/265% 1 Na
" e Np+N4V Np

Nér en backspianning U < 0 laggs over dioden okar x, och dér-
med &dndras den positiva laddningen i utarmningsomradet som de
joniserade donatorerna ger upphov till. z, blir

e — 255(%—(]) 1 &
" e Np+ Na\V Np

och den positiva laddningen per ytenhet, @, i n-omradet av Gver-

gangen ges av

NpNa

— eNpy = 1/ 225e(thy — U) 2
Q =eNpx \/66(1/)0 )ND+NA

En smasignal i form av en vixelspidnning som &r 6verlagrad den
konstanta backspidnningen U ser en sméasignalskapacitans, eller
sparrskiktskapacitans

C—@— £g€ NpNy
dU  \[2(¢o—U) (Np+ Na)’

Utarmningsomradets vidd w gavs av

|26t~ U) { Np + Na
v p NpNa

och vi ser att kapacitansen da kan tecknas

oo
w

Vi framspéanning tillkommer ytterligare kapacitans relaterad till de
injicerade minoritetsladdningsbérarna. Den totala kapacitansen kan
da avvika fran vad vi har hirlett ovan. Vid backspénning, och ibland
dven for svaga framspénningar (hur svaga beror p& den specifika
pn-6vergingens parametrar), kan man ofta approximera den totala
kapacitansen med sparrskiktskapacitansen.
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Figur 7.28: Vénster: I(U) vid laga spanningar. Hoger: I(U) vid hoga
spanningar.

7.4 Strom-spanningskarakteristik

Ser vi nu tillbaka pa denna langa diskussion s& noterar vi att strom-
marna bestdmdes av injektionen vid utarmningsomradets gréinser,

np(—xp) = npUeeU/kT

och

Pn (xn) = pnOeEU/kT'

och den dérpé féljande diffusionen in i de neutrala omradena. Dessa
ar da de faktorer som bestdmmer och begrénsar diodens strom vid
en given framspénning U. Denna ideala diodstrom kallas dérfor dven
diffusionsstrom.

Ofta ténker vi pa diodens karakteristik som i den vinstra delen av
figur 7.28. Inom elektronik dér man har diodstrémmar kring t ex
1 mA betraktar man en annan skala som i den higra figuren. Man
forenklar sedan bilden och siger att dioden leder nér spanningen
overstiger triskelspinningen Ur ~ 0,7 eV (kiseldiod). I germanium
ar UT ~ 0,3 V.

For att komma fram till den ideala diodekvationen gjorde vi ett an-
tal antaganden; t. ex lagnivé-injektion, som i en verklig komponent
under olika férhallanden kan vara mer eller mindre uppfyllda, vilket
medfor att diodekvationen beskriver strém-spanningskarakteristiken
for en verklig pn-6vergéng mer eller mindre bra.

[ nésta avsnitt beskriver vi kortfattat vad som hénder da generation
eller rekombination férekommer i utarmningsomradet — nagot som
vi helt bortsag fran i hirledningen av den idela diodekvationen.

Innan dess, ska vi kort fundera 6ver vart antagande att hela spén-
ningsfallet hamnar éver utarmningsomradet. Vi motiverade detta
med att utarmningsomradet har fa fria laddningsbérare, och att

Kan du komma pa en forklaring
varfor troskelspdnningen ar
mindre i germanium &n i kisel?
Kom ihag att bandgapen &r olika!
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Figur 7.29: Diodstrom utan
(heldragen linje) och med
(streckad linje) hénsyn tagen till
serieresistans. Notera att
strommen &ar logaritmerad!
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det didrmed #ar den mest resistiva delen av pn-Gvergngen (mer re-
sistiv &n de neutrala n- och p-omradena). Allt eftersom vi ligger
pa en storre framspénning, kan vi se i fig 7.28 att resistansen mins-
kar (I/U blir mindre och mindre). Vid hoga strommar kan vi ni
en situation dér resistansen associerad med utarmningsomradet ar
mycket liten och andra resistanser associerade med pn-6vergangen
dominerar. Stromspanningskurvan blir da linjar och karakteristisk
for pn-Gvergéngens totala resistans. Detta kallas att diodstrémmen
domineras/karakteriseras av serieresistans. De resistiva element som
typiskt ingar i serieresistans dr resistansen hos de neutrala n- och
p-omradena samt kontaktresistanser.

Vart antagande om att allt spanningsfall hamnar 6ver utarmnings-
omradet &r alltsd simre ju stérre strommen &dr. Vi far da tidnka oss
att bara en del av den palagda spdnningen hamnar éver utarmnings-
omradet och darmed blir strommen lagre an vad diodekvationen ger
vid den aktuella spdnningen (se figur 7.29).

Vid héga framspénningar faller ocksa vart antagande om lagniva-
injektion, vilket dven det kommer att leda till en minskning av
strommen relativt den ideala diodekvationen.
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Sammanfattning: Framspind pn-

overgang, U > 0

Diffusionsldngderna L, och L, &r oftast
mycket langre dn w.

Injektion av  minoritetsladdningsbdrare.
Minoritetsladdningsbédrarna ror sig endast
genom diffusion i de neutrala omradena
dér de rekombinerar med majoritetsladd-

ningsbérarna.

Diffusionslingden avgdr hur langt mino-
ritetsladdningsbérarna diffunderar innan
de forsvinner genom rekombination. Diffu-
sionslingden beror péa bade diffusionskon-
stanten och livstiden.

a - Halstrom som injiceras i n-sidan dér
hélen rekombinerar med elektroner.

b - Halstréom som moter injicerade elektro-
ner pé p-sidan for rekombination.

¢ - Elektronflode som injiceras i p-sidan
dér elektronerna rekombinerar med hal.

d - Elektronfléde som méter injicerade hal
pa n-sidan for rekombination.

De totala hal- och elektronstrommarna i
overgangen.
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Sammanfattning: Backspind pn-
overging, U <0 P

Diffusionsldngderna L, och L; &r oftast
mycket lingre dn w.

n, p/m-3

1024
Extraktion av minoritetsladdningsbérare. n;
Minoritetsladdningsbirare som diffunde- e == ===y 7~ _P_o B
rar in i utarmningsomradet sveps Over 108 | o _—/__2__
till andra sidan - extraktion. Motsvarande B—
méngd minoritetsladdningsbirare genere- ~p *n *
ras i de neutrala omradena vid steady sta- n,p

te.

Diffusionsldngden avgor hur langt ifran ut-
armningsomradet denna extraktion med

paféljande generation sker. Diffusionsléng-

den beror pa bade diffusionskonstanten o
och livstiden. '
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J
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6vergangen vid backspénning. _-]_z_]_:];____ ________
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Figur 7.31: Rekombination i utarmningsomradet ger ett bidrag till strom-
men genom dioden, pa grund av de svarta flédena.

7.5 Generation och rekombination 1 utarm-
ningsomradet

Vi bortsag ovan fran rekombination och generation i utarmningsom-
radet och vi skall nu till sist &ven betrakta denna mdjlighet. Dessa
processer kommer att ge upphov till ytterligare strommar, férutom
den ideala diffusionsstrém vi redan diskuterat.

I
®—-—-+y T 7.5.1 Framspinning

\ S —— - — 0O
ﬁl\‘— Vid framspénning okar koncentrationerna av elektroner och hal i
—» O

\ ! bristomradet, dvs de blir stérre &n i termisk jamvikt. D& blir pro-
dukten

Figur 7.30: Rekombination i

2
utarmningsomradet. np > n;.

Systemet strivar mot jamvikt och forstker reducera koncentratio-

. nerna i utarmningsomradet. Vi foérvintar oss d& en netto-rekombination
10-

i utarmningsomradet. Vi ser i figur 7.31 att denna rekombination
kriver ett ytterligare inflode av elektroner och hél (svarta pilar)
03¢ fran kontakterna vilket astadkoms genom en liten 6kning av spén-

ningsfallet 6ver de neutrala omradena.

I/A

107 Detta bidrag till diodstrémmen som vi kallar rekombinationsstrém

brukar vara speciellt markbart vid laga framspénningar nér injek-
107+ tionen av minoritetsladdningsbéarare pa p- och n-sidan ar liten. For

att kunna ta sig 6ver potentialbarridren behéver en laddningsbéarare

1 / 1 1 1 1
0 02 04 06 08 1.0 1.2

ju energin e(¢g — U), for att tva laddningsbérare ska kunna motas i

109
. utarmningsomradet och rekombinera ricker det att de tillsammans

har denna energi.
Figur 7.32: Strémmen I som

funktion av framspénningen U. n

ar idealitetsfaktorn.
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Rekombinationsstrommens spanningsberoende kan visas ges av ut-
trycket

Lop ~ eU/2T

och dirmed far vi den totala strémmen genom att addera rekombi-
nationsstrommen till den ideala diodstrémmen. Man brukar skriva
denna generaliserade diodekvation pa formen

I=1o (VT —1), (1<n<2)

dér n ar den sa kallade idealitetsfaktorn. Figur 7.32 visar att strom-
spannings-karakteristiken vid laga framspinningar domineras av re-
kombinationsstrommen (n = 2) och vid hogre framspénningar av
den ideala diffusionsstréommen (n = 1).

I ett material med indirekt bandgap som kisel sker rekombinations-
och generationsprocesser normalt via djupa stornivaer i bandgapet.

Figur 7.33: Generationsprocess i

7.5.2 Backspénning utarmningsomradet.
Vid backspénning (U < 0) minskar koncentrationen fria laddnings-
bérare i utarmningsomradet, Backstrom i J
n
2 -
np < n;. 01? T
Déarmed uppstar en netto-generation av laddningsbédrare i utarm- g
ningsomradet pa grund av systemets inneboende stravan mot jam- E
vikt. De i utarmningsomradet genererade laddningsbérarna sveps 8
bort till de neutrala omradena av det starka filtet. Iy

Denna generationsstrém kommer att vara temperaturberoende ef-  Figur 7.35: Upp-och-ner-vénd I1V-

tersom den beror pa termiska generations-processer. Den kommer kurva - jamfor med data i figur
7.36. Vid genombrott okar

ocksd att leda till att ldckstrémmen, dvs I = —I som vi har vid N .
strommen kraftigt.

backspénning, uppvisar ett tydligt spdnningsberoende som i figur

7.36. Sannolikheten for termisk generation ér, forutom att vara tem- 10°¢ 29500
peraturberoende, dven proportionell mot storleken av det omrade = B %7—50’5
dér generationen kan ske. Utarmningsomradet ¢kar i vidd enligt 10 -
L 1250C
w— 2e(¢po — U) 1 /&_i_ [Np 108 | 750C
e Np+ Ny Np Ny -
1010 | 250G
For storre backspanningar (|U| > 1) géller da i
Si
w ~ U 1012 I T
vl 103 10" 107
och -uj/v
1
In ~ Inw ~ 51n\U| jfr. figur 7.36 Figur 7.36: Backstrommen Okar

med 6kande backspanning
sarskilt vid laga temperaturer pa
grund av generation.
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Figur 7.37: a) En pn-6vergang
fungerar som likriktare, b) en
smasignal-vixelspdnning u
Overlagras en konstant
forspanning Uy vilket resulterar i
en vaxelstrom ¢ bestdmd av
sméasignal-resistansen r.
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° °
| N,
neutralt .
omrade ] ' °
neration N
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Figur 7.34: Generation i utarmningsomradet ger ett bidrag till diodstrom-
men, generationsstrommen (svarta pilar).

7.6 Ekvivalent smasignalschema

Nér en vaxelspénning laggs dver pn-Overgangen fungerar dvergangen
som likriktare enl. figur 7.37 a). Strémmen genom dioden blir en
pulserande likstrém.

Nér en smasignal-vixelspanning u &verlagras en konstant forspén-
ning Uy, ser vixelspdnningen dioden som en resistans r, vars storlek
bestdms av spanningen Uy,

1 dl

r dU U
och den resulterande véxelstrommen bestams av
uU=r-1.

Smasignal-vixelspénningens amplitud forutsitts vara liten i forhal-
lande till Uy. I ett smasignalschema &r signalen det centrala, kon-
stanta forspidnningar exempelvis trider i bakgrunden.

7.7 Genombrott vid backspanning

Tunnel- eller Zener-genombrott Tunnelgenombrott uppstar van-
ligtvis i mycket kraftigt dopade dioder dir det elektriska filtet i
utarmningsomradet dr hogt, storleksordningen 10% V/m. Vi hade
ovan

BND
Em = T, och
Es
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I
+ —_ -
u
ugenombrott u/v
_I_|—|_')!)—l—lﬁ*|_>
20 -19 -2 -1 1

Figur 7.40: Vid genombrottsspanningen okar backstrommen dramatiskt.

. :\/25811;0 1 Ny
" e Np+NaV Np

Darmed foljer

P " NpNa \/ND
mn ND+NA

om exempelvis dopkoncentrationerna ar lika, N4 = Np. Banden ar

da mycket branta, eftersom x,, ar litet, och avstandet mellan valens-
blir litet. D4
kan en elektron i p-sidans valensband tunnla genom bandgapet Gver

och ledningsbandet — “horisontellt” vid samma energi —
till n-sidan (se figur 7.38). Vi kommer ihag att mojligheten for tunn-
ling beror kritiskt pa bredden av det férbjudna omradet partiklarna
maste passera.

Lavingenombrott Nir laddningsbirare som accelereras i utarm-
ningsomradet far tillrdckligt hog energi kan de i en kollision med en
elektron i valensbandet excitera denna till ledningsbandet och dér-
med skapa elektron-hal par som i sin tur kan excitera ytterligare
par. Detta kan da leda till en lavin av laddningsbérare i utarm-
ningsomradet. Strommen rusar ivdg. Genombrott modifierar den
ideala diodkarakteristiken enligt figur 7.40.

Figur 7.38: Ar det horisontella
avstandet mellan lednings- och
valensband tillrackligt litet, s&
kan elektroner tunnla genom
overgangen och backstrémmen
okar.

Figur 7.39: P4 sin vig genom
utarmningsomradet accelereras
elektroner och hal och kan i
kollisionsprocesser skapa nya
elektron-hal par, backstrommen
okar.
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Exempel:

I en pn-6vergang i kisel ar dopkoncentrationerna
Ny = 102 m~2 och Np = 10%2 m_3,

den intrinsiska laddningbédrarkoncentrationen
ni =1,5-10% m=3 vid T = 300 K

och den relativa dielektricitetskonstanten (permittivitetstalet) e, =
11,7. Diffusionskonstanterna &r

D, =25-10"% m?/s och D;, = 10-10~* m?/s
och laddningsbérarnas livstider 7, = 7, = 5 - 107 s.
a) Bestédm lackstromtétheten Jo vid 7' = 300 K.

eD.npo + eDppno

Jo =
T L, Ly

Med L, = /D1, 0ch Ly, = /Dy, 0ch n-p = nf kan stromtatheten

skrivas

D 1 Dh 1 — 2
Ji—en2 [P L \/7 =187-1077 A
0 en2< - NA+  Np /m

b) Bestdm pn-Gvergangens stromtéithet vid en framspénning U =
0,5 V.

J = Jo(e?V/FT —1) = 47 A/m®



Kapitel 8

Den bipolara transistorn

Den bipoldra transistorn bestdr av tvd pn-dvergangar, pnp eller npn, ddr det mellersta omradet,
basen, dr mycket tunt. Den framspinda emitter-basévergangen injicerar laddningsbirare in i ba-
sen som till storsta delen dverlever passagen genom basen och sveps wvdg till kollektorn av det
starka elektriska faltet 1 den backspanda bas-kollektordvergingen. Transistorn kan fungera som

forstirkare, och den kan dven fungera som switch i logiska kretsar. Ar bigge dvergdngarna fram-
spdnda, kan en stor strom flyta mellan emitter och kollektor samtidigt som spinningsfallet mellan
emitter och kollektor dr litet. Switchen r sluten. Ar bigge dvergingarna backspinda dr switchen

oppen.

8.1 Vi bygger en stromkalla

Strommen genom en backspind ideal diod, diodens lackstrom, &r
konstant Gver ett brett spadnningsintervall, dvs oberoende av den
palagda backspénningen - se figur 8.1

Dioden fungerar som en strémkdlla. Detta innebér att den — inom
intervallet — genererar en konstant om &n mycket liten strom som
ar oberoende av den spanning som ligger éver dioden. Dioden som
stromkélla &r en aktiv komponent. (I en resistans ddremot bestéms
strommen av den palagda spénningen, I = U/R, och resistorn sjilv
ar passiv.)

Med tanke pa det som féljer rdknar vi nu strémmen i backriktning,
Ic, som positiv och riknar dven spanningen &ver dioden i backrikt-
ningen, Upc, som positiv. Beteckningarna kan verka omotiverade
men de dr anpassade till den féljande diskussionen.

En ideal stromkdlla ger en konstant strom for alla spanningar (strec-
kad linje i figur 8.2) medan dioden (heldragen linje och punkter) en-
dast i ett begrénsat intervall motsvarar en ideal stromkélla. Detta
omrade begrinsas av diodens genombrott vid stora och det fram-
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JF_H_—"
I A
Lr'

Ugenombron UV
e e : . >

‘ -2 -1 1

[~ ~l

1 =Xkonst.

Figur 8.1: pn-6vergangens
strom-spénningskarakteristik och
kretssymbol.



1(‘ +

Upc=Ug - Uc

Ic -

ideal
stromkilla dioden

Ugc

Figur 8.2: Jamforelse mellan
karakteristiken hos en ideal
stromkiélla och hos en
pn-Overgang.

U, +Upc

Figur 8.3: pn-6vergangen med
backspénning Upc
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Kollektor

Emitter Bas

° *o [
Us- Ups °0 0% o

OOoOOO
O OpO
0 °” %o

Injektion  Diffusion
av hal genom basen

Uppsamling
av kollektorn

Figur 8.4: Den framspénda emitterbas dioden levererar hal som minori-
tetsladdningsbirare till basen. Halen diffunderar genom basen och samlas
upp av den backspinda bas-kollektor dioden.

spinda omradet med Ugc < 0. Men framfor allt dr strommen som
dioden genererar alltfor liten for att vara av intresse i praktiken.

Hur skulle vi kunna 6ka strommen i var stromkélla? Backstrommen
beror ju pa koncentrationen av minoritetsladdningsbérare i de ne-
utrala omrédena néra 6vergangen i bade p- och n-omradet (dvs vid
A och B ifigur8.3). Tillfor vi energi t ex i form av ljus eller virme sé
kan dessa koncentrationer 6kas kraftigt och ddrmed dven strémmen.
Denna 6kning i strommen kan t ex utnyttjas for att bestdmma in-
tensiteten pé det infallande ljuset. Siktar vi mot tillimpningar inom
elektroniken méaste vi dock hitta ett sitt att astadkomma samma
resultat pa elektrisk vig.

Nira utarmningsomradet vill vi alltsd 6ka koncentrationen minori-
tetsladdningsbérare som kan diffundera till utarmningsomradet och
bidra till strémmen. Vi kommer ihag att det i en pn-Overgang just
sker en sadan injektion av minoritetsladdningsbérare nir vi fram-
spanner overgangen. Lagger vi da t ex en framspénd pn-Gvergang
bredvid var backspdnda np-6vergang som i figur 8.4, sa kan vi oka
héalkoncentrationen pa n-sidan av var ursprungliga dvergdng avse-
vért. Darmed okar ocksa strémmen I¢ kraftigt, de injicerade halen
diffunderar genom basen och sveps 6ver till p-omradet i den back-
spanda overgangen av det elektriska féltet. Inte nog med det! Vi ser
ocksd att framspénningen i den ena Svergangen styr hur manga hal
som injiceras och diarmed hur stor strommen blir genom den andra
overgangen.

Nir vi satt samman denna struktur har vi byggt en transistor. Ar
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E B C
T
| |I |I
—_— IEpI | | | ICp —_—
IE [ : | IC
[ I
+ . -
L)
Ugp=Ug - Up Upc=Up - Uc
—— ——
- +

Figur 8.5: Strémmarna i en pnp transistor. De mérkare omradena dr ut-
armningsomradena mellan emitter och bas och mellan bas och kollektor.
Neutrala omraden ar vita. De dominerande strémmarna i strukturen, hal-
strommen fran emitter till bas, I, och halstrommen fran bas till kollek-
tor, Icp.

spanningarna valda som ovan, dvs Ugg > 0 och Ugc > 0, siger vi
att transistorn ar i sitt aktiva omrade.

Den véanstra pn-overgangens p-omrade som levererar halen kallas
emitter, den hogra pn-6vergéngens p-omrade som fangar upp dem
kallas kollektor. Det centrala n-omradet ar basen. Emitterstrommen
I gar in i emittern och kollektorstrommen Ic lamnar kollektorn.
Halens bidrag till dessa strommar betecknas med ytterligare ett
index p, Igy, och I¢y, och elektronbidrag med index n. Basstrommen
Ip flyter ut ur basen, i detta forsta steg dr den noll, och vad den
beror pa diskuterar vi snart.

Genom att variera emitter-bas dvergangens framspénning Ugp kan
vi nu styra Ig, (halflodet fran emitter till bas) och ddrmed ocksa
halflsdet fran bas till kollektor, dvs strommen I¢, som ger det do-
minerande bidraget till Io. Vi kan didrmed 6ka strommen som var
stromkalla levererar kraftigt s som figur 8.6 visar.

8.2 Halens vag genom basen

Né&r halen injicerats in i basen genom emitter-bas 6vergangens ut-
armningsomrade befinner de sig i basens neutrala omrade. Har neut-
raliseras de av majoritetsladdningsbéararna, elektronerna. Omradet
ar ddrmed faltfritt, £ = 0, och halen ror sig enbart genom diffu-
sion. Om nu injektionen fran emittern till basen faktiskt skall 6ka
kollektorstrommen maéaste halen overleva passagen genom basen ut-
an att rekombinera med elektroner. Ett uppenbart sitt att minska
risken for rekombination &r att gora basen si tunn som mdojligt.
Da blir tiden halen spenderar i den neutrala basen kort. Hur bra
vi lyckas anger bastransportfaktorn ar, dvs férhallandet mellan

A
Ic

aktiva omradet

_/

f

framspanning Ugp

J;

Upc

Figur 8.6: Ugp styr Io
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Figur 8.7:
Basrekombinationsstrommen
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Ipp = Igp — Icp-
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Figur 8.9: Ig, bidrar till Ip
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Kollektor

Figur 8.8: Transistorn i sitt aktiva omrade. Elektroner injiceras fran basen
till emittern vilket ger en o6nskad Ig,,.

halbidraget till kollektorstrommen, I, och halbidraget till emit-
terstrommen, Igp,

Iep
IEp

o =

Parametern ap talar alltsd om for oss hur manga hal som 6verlevt
resan genom basen i forhallande till antalet som skickats ivag av
emittern. Om alla hal dverlever blir apr = 1. Nagra hal kommer
dock att hinna hitta en elektron att rekombinera med i basen och
om vi forutsétter att vi har ett stationart tillstand med tidsobero-
ende strommar och laddningsférdelningar, da maste nya elektroner
flyta fran baskontakten in i basen. Denna strom kallas basrekombi-
nationsstrom, Igp, den ger ett bidrag till basstrommen Ip men &r
typiskt tusen gdnger mindre dn den stora halstrommen Ig, ~ Icp.

8.3 Elektroner injiceras fran bas till emitter

Den 6nskvérda strommen &r halstrémmen fran emittern till kollek-
torn, det var ju kollektorstrommen vi ville kunna styra med emitter-
bas dvergangens framspanning. Men nér vi framspénner emitter-
bas-6vergangen kommer vi inte bara att injicera hal fran emittern
till basen utan dven injicera elektroner fran basen till emittern. Den-
na elektronstrom har ingen direkt inverkan pa kollektorstrémmen
utan okar bara emitter- och basstrommen. Den bidrar da inte till
transistorns egentliga funktion och bor minimeras. Vi kan inte bli
av med elektroninjektionen men vi kan minska dess relativa storlek i
forhallande till halinjektionen genom att vilja en p™n dvergang, dir
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pt- emittern dr mycket kraftigare dopad #n n-typ basen. Emitterns
injektionseffektivitet (emitter efficiency) anger forhéllandet mel-
lan emitterstrommens halbidrag och den totala emitterstrémmen

Ig,

T IEp"'IE‘n

Injektionseffektiviteten bor ligga sa nira ett som mojligt.

8.4 Tva pn-Overgangar — en transistor

Vi har talat om transistorns strommar och spadnningar lite abstrakt
utan att placera transistorn i sin naturliga miljo, en elektrisk krets.
I figur 8.11 visas transistorn nu i en enkel krets, som vi kallar
gemensam-bas koppling. Hir dr baskontakten gemensam for ba-
de den styrande ingangskretsen med emitter-bas dvergangen och ut-
gangskretsen med bas-kollektor dvergangen. Batteriet U; ser till att
emitter-bas dvergangen ar framspéand och batteriet Us att baskol-
lektor 6vergangen &r backspénd sa att transistorn dr i sitt aktiva
omrade.

Aven om vi i var diskussion tinker oss att vi for samman tva pn-
Overgangar ar det viktigt att inse att kretsen i figur 8.10 med tva
pn-6vergangar inte alls beskriver den slutliga situationen. Vésent-
ligt ar att basen &r s& smal att emitterstrommen (de injicerade
héalen) fortsitter direkt in i den backspédnda kollektordvergangen
utan att rekombinera med elektroner. I figur 8.10 skulle alla hal
ha rekombinerat nér strommen ldmnar emitter-bas dioden (i den
metalliska ledningen mellan dioderna flyter endast elektroner) och
kollektorstrommen Io skulle faktiskt forsvinna sd nér som pa en
liten lackstrém i den backspédnda hégra dioden.

Vi sammanfattar i stéllet de tva pn-6vergangarna i en transistor
i figur 8.11. Spénningen i ingéngskretsen, Ugp, bestdmmer Ir som
dyker upp som den n#stan lika stora kollektorstrommen Io i ut-
gangskretsen, och denna ar da oberoende av spdnningen mellan bas
och kollektor i utgangskretsen, Upc. Dérmed kan vi se transistorn
som en spannings-styrd stromkdlla, utkretsens strom I (till ho-
ger i figuren) styrs av en spanning Ugp i en annan del av kretsen,
dvs vid ingangen till vénster. Produkten av parametrarna ar och
~ blir

dar vi definierat

_ICpNIC
a="L~=,
I Ig

Figur 8.11: En transistor



Figur 8.12: Utgangskarakterisktik
i gemensam-bas koppling

IC = OéIE

a—gemensam-bas

stromforstarkning
(a<1)

Aktivt omrade: Ugp > 0,
EB-6vergangen framspénd,
Upc > 0, BC-6vergangen
backspand
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Vi antar hir att Ic), ~ I¢ eftersom elektronernas bidrag till kollek-
torstrommen, Ig,, (en ytterst liten ldckstrom som vi hittills knap-
past ens ndmnt) kan forsummas. Forhallandet o mellan utgangens
och ingangens strommar dr da strémforstirkningen i gemensam-bas
koppling. Bade ar och « bér ha virden mycket nara 1 och dér-
med blir dven « nistan 1. En stromforstirkning som &r en aning
mindre dn ett later i férsta dgonblicket inte sirskilt imponerande
men vi skall strax se att vi med denna koppling kan uppna en rejal
spannings- eller effektférstéarkning.

Transistorns utgdangskarakteristik visas i figur 8.12. For varje virde
pa Ig som bestdms och hélls konstant av ingangskretsen far vi en
kurva Ic som ger som funktion av Upc i utgangskretsen. [ det
aktiva omradet giller

IC:O('IE,

hér fungerar transistorn som stromkilla.

Om bas-kollektor évergangen daremot framspénns, Upc < 0, sam-
lar kollektorn inte langre effektivt in halen som kommer fran basen
utan borjar sjalv forséka injicera hal in i basen och kollektorstrém-
men sjunker. Transistorn sags bottna (den néar saturation).Ugp har
ju ett varde kring troskelspanningen (~ 0,7 V) hos emitter-bas dver-
gangen. Nar UBC' &r ca. 0,7 V injicerar kollektorn ungefédr lika
méanga hal som emittern till basen och halstrémmen blir mind-
re. Samtidigt injicerar basen elektroner in i kollektorn och dérmed
minskar ocksd I och blir till slut negativ fér stérre framspanningar
hos bas-kollektor 6vergangen. Emitter och kollektor har bytt plats
och transistorn har hamnat i sitt inverterade omrade, se &ven figur
8.18.

8.5 Tillverkning

Figur 8.13 visar ett schematiskt tvirsnitt genom en pnp transistor.
Man utgar hir fran ett p-dopat skikt (betecknat epitaxial layer i
figuren) som n-dopas i ett begransat omrade for att skapa basen.
Dérefter skapas emittern genom kraftig p-dopning i basomradet.
Med detta tillvigagangssétt blir dopkoncentrationerna ordnade en-
ligt

NE>NB>NC,

dvs acceptorkoncentrationen Ng i emittern &r stérre &n donator-
koncentrationen Np i basen, som i sin tur ar storre &n acceptorkon-
centrationen N¢ i kollektorn.
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VLI

/ ( Epitaxial layer
Base  Buried layer

Silicon substrate

Figur 8.13: Schematiskt tvérsnitt genom en pnp transistor.

Figur 8.14 visar en forstoring av transistorns centrala omrade som
ar den egentliga pnp transistorn. Vi ser i figur 8.13 att kollek-
torn &r hart dopad under metallkontakten. Detta ar ett vanligt
sitt att f& en kontakt som &r Ohmsk, dvs inte likriktande som
metall-halvledarévergangar annars oftast dr (se kapitlet om metall-
halvledarévergéngen). De tva nT-omradena i transistorns ytterkan-
ter avser att isolera transistorn fran omgivningen genom att bilda
backspénda dvergangar med den p-dopade kollektorn.

8.6 Sammanfattning av transistorns strom-
mar och arbetssatt

Innan vi tittar pa transistorns funktion som férstérkare skall vi kort
sammanfatta var bild av pnp transistorn. Vi borjar med att betrak-
ta strémmarna i det aktiva omrddet dir emitter-bas dvergangen
ar framspind och bas-kollektor évergangen backspand. Hal injiceras
fran emittern in i basen (Ig,) och fortsitter vidare till kollektorn
(Icp). Nagra hal rekombinerar i basen, de elektroner som da for-
svinner levereras av bas-rekombinationsstrémmen

Ipp = Igp — Icp.

Elektroner injiceras fran basen till emittern (Ig,) och elektroner i
kollektorn “lacker” ver till basen (I¢y,). Dessa tva strommar ar ej
lika stora, fler elektroner lamnar basen &n som strommar till, skill-
naden mellan dessa strommar maste basstrémmen ta hand om, men
1 forhallande till Ik, och I, ér basstrommen fortfarande mycket
liten. Vi skriver bade emitterstrémmen

Ig = Ipp + Ign
och kollektorstrommen

Ic = Icp + Iy

O

e

Yy B
Figur 8.14: En detalj ur figur 8.13

som visar transistorns emitter,
bas och kollektor.




Kirchhoffs forsta lag:
Summan av strOmmarna som gar
in mot en punkt i en krets maste
vara lika med summan av
strommarna som gar ut fran
samma punkt,.

Kirchhoffs andra lag:
Summan av delspénningarna i en
sluten krets &r noll.

°®
o o®
o0 oo Kollektor

Emitter

Figur 8.17: pnp transistorn i
termisk jimvikt Hur kan du hir
se att Ng > N> N¢g ?
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E B C
T
IEp [ | I
—_— I | IBB Cp —_—
I — S~ - [
E IEn Co | 1"ICn c
]

Figur 8.15: pnp-transistorns strommar.

Ic
E C
A P Iy
LT
Ugp @
Ig

Ugg = Ug—Up
Ucg = Uc—Ug

Figur 8.16: pnp transistorns schematiska uppbyggnad och dess kretssym-
bol till hoger

som en summa av ett hal- och ett elektronbidrag. Basstrémmen ges
(med Kirchhoffs forsta lag) av

Ip=1I1g—Ic =Igp+Ign — Icp — Ion = Ign — Ion + IBB

dar
Igy — Icp = IpB

ar basens rekombinationsstrom.

Transistorns schematiska struktur och spanningarna i gemensam-
bas koppling visas i figur 8.16 tillsammans med kretssymbolen.

I kretssymbolen anger den lilla pilen vid emittern att emitterstrém-
men flyter in i emittern, dvs att det dr en pnp transistor.

I termisk jamvikt &r Ferminivan konstant och for dopkoncentratio-
nerna giller som vi sag ovan vanligtvis

Ng > Np > Ng¢.

Beroende pa spanningarna Ugp och Ugp har pnp transistorn fyra
arbetssitt, se figur 8.18.
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A Ugs=Ug- Up

aktiv - active bottning - saturation
- °
[ ] —
oo..o:. ooooo ——" 2% °
XX o ©
77777 O*OO’OO*O’O; S =5 ooo 00
000000 O O [e]
ooooooooooo SRS Ooooooo ole© o
[}
=
uCB = UC - UB
000000 L4 .. 7070707; Oiooiooioigg ° ..0 —
oooooO 020 se%e Qo g 5 OoooO e
] ]
O o 00
° o
o]
strypt - cut-off inverterad - inverted

Figur 8.18: pnp transistorns fyra arbetssatt

8.7 Spanningsforstirkning - gemensam-bas kopp-

ling

Betrakta en pnp transistor i gemensam-bas koppling, figur 8.19.
Transistorn &r i sitt aktiva omrdde, dvs emitterbas dvergangen ar
framspédnd, kolletor-bas &vergangen backspind. Emitterstrommen
bestams av inkretsen, dvs genom val av Uy och Ry (u;, = 0). Har
inkretsens strém t ex vardet Igq, sa viljs ddrmed en av kurvorna i
figur 8.20 ut som aktuell utgangskarakteristik (den tjockare kurvan).

I det aktiva omradet dr I = alg1 =~ Ig1, men vi vet inte om tran-
sistorn dir den sitter i kretsen verkligen hamnar i det aktiva om-
radet eller vilket virde Upc har, dvs var vi ligger pa karakteristik-
kurvan. For att bestdmma Ic och Upc maste vi ta hénsyn till den
ovriga utkretsen, dvs spanningskillan Us och resistansen Ro. Med
Kirchhoffs andra lag féljer

Us =Upc + Ic - Ry

eller

_ Us —Upc

I
C Ry

Ic som funktion av Upe &r hér en rét linje med lutning —1/Ro.

Uy

Figur 8.19: Gemensam-bas
koppling

Belastningslinje

_ U — Upc

I
c 7



Kom ihag (figur 8.31):

[— A
o

t

Figur 8.21: pn-6vergangens
effektiva resistans som
véixelspdnningen u ser.
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IC A Ig= konst

U,/R

2N /

aktiv\ IEl ,
N\ Y,

Ig= 0\ J
U, u

Upc

bottnad

Figur 8.20: Utgangskarakteristiken med belastningslinje

Denna linje kallas belastningslinjen och skirningspunkten med den
aktuella (tjockare) utgangskarakteristiken bestdimmer arbetspunk-
ten eller vilopunkten.

Med versaler (stora bokstéver) betecknar vi konstanta forspanning-
ar och strommar och med gemener (sma bokstéver) faktiska, i all-
ménhet tidsberoende, spanningar och strommar.

En liten signalspanning u;n 6verlagras nu pa den konstanta forspén-
ningen U;. Signalspénningen dndrar emitterstrommen med

"

Aig = ——"——
E R1+ Rgp

dir Rgp ar det effektiva motstandet hos emitter-bas 6vergangen,
se figur 8.21. Kollektorstrommen &ndras da med

Uin

Aic = alAip = a———"—7—

¢ d R+ Rgp

vilket resulterar i en &ndring av spénningsfallet over Ro,

RyAi¢ = aRy—n

Uyt = ic =aRy———F——.
ut 280C 2]%1 + REB

Hér &r gemensam-bas stromforstiarkningen o ~ 1. Den effektiva
resistansen Rpp ir liten, typiskt 10 €.

Antag nu att vi viljer Ry = 100 Q och Ry = 10* Q, da far vi
Uyt = Nugp

Detta innebér en rejil forstirking av spinningen.

Resultatet ser ut att vara oberoende av batterispanningen Us. Tran-
sistorn verkar kunna generera hoga utspdnningar och dérmed — i
princip obegrinsad — effekt ur tomma intet. Detta ar férstas omoj-
ligt.
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Figur 8.22: Utgangskarakteristik med belastningslinjer, fallet Uy = 0
streckat.

Vi tédnker oss att vi tar bort spanningskillan Us. Kirchhoffs andra
lag ger

tcRe = Ucp = —Upc

och om i¢ fortfarande flyter blir kollektor-bas 6vergangen fram-
spand. D& har transistorn limnat det aktiva omradet och bottnat
(natt saturation). Det innebér att kollektorn inte lingre skoter sitt
jobb att samla upp hélen som emittern injicerat in i (och genom)
basen utan sjilv forsoker injicera h &l tillbaka till basen. Belast-
ningslinjen foérskjuts, nu dr ju Us = 0, och ges for detta fall av
den streckade linjen. Vi ser att kollektorstrommen ic nést intill for-
svinner och med den den stora utgangsspanningen. Batteriet Us ar
ddrmed ndédvindigt for att halla transistorn kvar i det aktiva om-
radet dar den fungerar som stromkilla. Med andra ord behéver vi
en likspdnning vilken transistorn kan omvandla till signalspédnning.

8.8 Gemensam-emitter koppling (npn tran-
sistor)

I de flesta fallen anvinds transistorn i gemensam-emitter koppling
som visas i figur 8.24. Emittern &r jordad, ingéngskretsens strém
ar nu den lilla basstrommen Ip och utgangskretsens stréom ar Io.
Darmed forvintar vi oss att med den lilla strommen I kunna styra
den stora strommen I¢.

I det féljande avsnittet gar vi ocksa over till den i praktiken vanliga-
re npn-transistorn. Detta dndrar ingenting visentligt, vi far ombytta
roller mellan elektroner och hal. Vi maste dock komma ihag att om
elektronerna ror sig at ett hall sa gar strommen &t det andra hallet.

Ic

Iy

Ig

Figur 8.23: Kretssymbol -
npn-transistor
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Injektion Uppsamling
av elektroner av kollektorn
°
PS [ .. [ J [ J o
e0g00 o d
hdddhdindind Diffusion
genom
basen
)
/ 00 0O °
/0o 1o Ie) O o o o
o)
o}

Figur 8.25: Banddiagram for transistorn i sitt aktiva omrade

Ic T Ucg =Ugg

1
bottnad | aktiv

ic

strypt 1 >
Ucc Uce

Figur 8.26: Stromforstérkning i gemensam-emitter koppling

fo»—w»—l _ Spanningar och strémmar byter tecken. I kretssymbolen i figur 8.23
T . N har den lilla pilen vid emittern bytt riktning, elektroner gar fran
L~ . s e T emittern till basen men strommen géar i motsatt riktning.

- L‘;W o I analoga kretsar anvinds transistorn som stromforstirkare. Tran-

sistorns aktiva omradet definierades av
Figur 8.24: Gemensam-emitter

koppling
Upg > 0 (emitter-bas framspind) och
Ucp = Ucp — Upg > 0 (bas-kollektor backspand).

Darmed ges grinsen mellan aktiv och bottnad transistor av den
streckade kurvan i figur 8.26 dir Uop = Upg. Utgangskarakteristi-
ken visar nu I som funktion av Ugg for olika virden pa basstrom-
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men Ip som bestdms av inkretsen. Kirchhoffs andra lag ger
Ucc = IcRr +Uck
och harur foljer belastningslinjen

7._Ucc Uce
“" "R,  RL

Lat ingdngskretsens signal vara en signalspinning wu;, som ger upp-
hov till en vixelstrém 4;, som Overlagras den konstanta strommen
I vilken bestdmde arbetspunkten. P& grund av signalstrommen i;,
varierar nu i = Ip + iy, den aktuella arbetspunkten flyttas upp
och ner ldngs belastningslinjen, utgdngskretsens strém ic = Io+ Lyt
varierar i takt med ig. Men i¢ 4r en stor strom i férhallande till
ip, vi forviantar oss en avsevird stromforstarkning, denna ska vi nu
bestdmma.

I det aktiva omradet ar

Ic
io =l E
Iy
med «a som gemensam-bas stromforstirkning och ur
ip =1 —icC
Ig
foljer
. . : . . B
ip=1ip—aip = (1 —a)ig eller ig =
1-a
Dérmed géller for kollektorstrommen
ic = : ip =hyeip gemensam-emitter
o stromforstirkning
med gemensam-emitter strémforstdrkningen som ir av stor- o
leksordningen 100 om « néstan &r 1. Detta Overensstdmmer med hye = —a” 1
var tidigare diskussion som gav att basstrommen dr mycket mindre

dn emitter- och kollektorstrommarna.

I digitala kretsar kan transistorn anvindas som en switch, figur 8.27.
Allt vi behdver gora for att f& en switch dr att lata basstrommen
variera kraftigare &n i forstéarkarfallet ovan. Med en stor basstrom Ip
kan transistorn lamna det aktiva omradet och hamna i lage ON dér
spanningsfallet 6ver transistorn, Uo g, dr litet och strommen I stor.
Ar basstrémmen liten (eller negativ) hamnar transistorn i lige OFF
dér strommen [o &r liten och spanningsfallet stort, Ucgp ~ Ucc,
switchen ar dppen.

En sddan switch kan vi anviinda i en logisk grind dir en insignal be-
arbetas och resulterar i en viss utsignal. Som ett exempel diskuterar
vi inverteraren i foljande avsnitt.



Inverterare
U in U ut
oV 5V
5V ov
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A

EXNT} bottnad " aktiv

ON

Figur 8.27: Utgangskarakteristiken med belastningslinje. Banddiagram for
ON och OFF l&gen.

UCC =+5V

Figur 8.28: Inverteraren

8.9 Inverteraren

En av de fundamentala byggstenarna i digitala logiska kretsar ar
inverteraren. Den har en ingang och en utgang, ar inspanningen lag
blir utspédnningen hég och tvartom. Vi studerar en npn transistor i
gemensam-emitter koppling, bade matningsspanningen Ucc = +5
V, och spénningarna u;n och wu,t méts relativt den jordade emittern
i figur 8.28

En lag ingdng, u;, =0V, ger Upg = 0 V. Inga elektroner injiceras
in i basen for att sedan fortsdtta till kollektorn, dvs ingen strém
flyter in i kollektorn, transistorn ar strypt, sedd som switch dr den
oppen, “OFF” (se figur 8.29). Matningsspanningen ligger 6ver tran-
sistorn, Uog = Ucc = 5 V, och darmed ar uy =~ Ugg = 5 V.

Andrar vi u;, till 5 V blir bas-emitter évergangen framspind. For
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Ic T Ugg = Uck

bottnad | aktiv

Figur 8.29: Transistorn &r strypt i OFF lage

inkretsen géller med Kirchhoffs andra lag
Uin =1pRp +upp

Eftersom emitter-bas dvergangens troskelspdnning ar ungefir 0,7 V
kommer den storsta delen av spanningsfallet (lite drygt 4 V) att
hamna Over resistorn. En stor basstrém flyter som begrinsas av
resistorn

Uin — UEB __ Uin

Rg  Rp

ip =

Om resistansen Rp inte dr vald alltfér stor kommer basstrémmen

att bli stor och transistorn bottnar. Kollektorstrommen Io ar stor

och spanningsfallet ucp dvertransistorn litet, eftersom uop < upg ~
0,7 V. Transistorn som switch ar nu sluten, den & ON. Och eftersom

UCE = Uy blir utgéngen “lag”.

Vi ser forresten i utgangskarakteristiken att vii detta bottnade lage
inte l&ngre kan 6ka kollektorstrémmen genom att 6ka Upg eller Ip.
Strémforstérkningen

Aic

Aip

minskar och gér mot noll, transistorn “bottnar”.

Strommen genom transistorn leder till betydande effektférbrukning
i ON tillstandet. npn transistorns fyra arbetssitt visas i figur 8.33.
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Ugp=07V  Ucp=5V

Figur 8.30: Utgangslidge OFF, U;,, = 5 V Transistorn &r strypt, OFF, nér
U;n, plotsligt blir hog. Upp 0kar mot sin troskelspanning, I borjar dka.

Ugp=07V — Ugp=0V

Figur 8.31: Slutlage ON, U;,, = 5 V Transistorn har gatt langs belast-
ningslinjen genom det aktiva omradet for att slutligen bottna, transistorn
hamnar i lige ON.U,; blir lag.

Ic T Ugg = Uck

bottnad

Figur 8.32: Transistorn switchar fran OFF till ON. Pilen markerar det
transienta férloppet.
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Upg
Aktiv - active A= Bottning - saturation

Strypt - cut-off Inverterad - inverted

Figur 8.33: npn transistorns arbetssétt

+ Resistor-transistor logik, RTL: NOR

+
o1
<

Figur 8.34: U,; = 0 V om endera eller bigge transistorer &r ON. Detta
ar fallet om endera eller bigge input spénningar &r hoga.

Utgangens spanning

Ua Ug Uyt
oV oV 5V
5V oV oV
oV 5V oV
5V 5V oV
Truth table: NOR
A B T
0 0 1
1 0 0
0 1 0
1 1 0
Truth table: OR
A B T
0 0 0
1 0
0 1 1
1 1 1
Inverterare
U in U ut
ov 5V
5V ov
A
O—
B
O—
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Rela-inverterare
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Kapitel 9
Metall-halvledarovergangen

Ingen halvledarkomponent dr anvdindbar om vi inte kan komma i kontakt med den. En pn-6vergang
krdver tvd kontakter till de tvd olika dopade omrddena och den bipoldra transistorn tre. En kontakt
bestar ofta av metall som lagts pd halvledarytan. Vi ska hdr kortfattat beskriva egenskaperna hos
en sadan metall-halvledarévergding.

Figur 9.1 visar en tdnkt metall-halvledarévergang innan termisk
jamvikt har etablerats, dvs inga elektroner har &nnu tillatits pas-
sera gransytan. Vi betraktar en n-typ halvledare dédr Ferminivan
ligger i 6vre halvan av bandgapet. Vakuumnivan representerar ener-
gin hos en fri elektron i vila som inte kiinner av vare sig metallens
eller halvledarens inflytande. Metallens och halvledarens uttriades-
arbeten ir olika. Vi antar att grinsytan dr ideal; dvs det finns inte
nagot oxidskikt pa halvledaren och inga yttillstand i halvledaren.
Dér periodiciteten som ledde till bandstruktur &r bruten t ex av
en yta eller en kristalldefekt &r bandgapet ju inte langre férbjudet.
Det betyder att det kan forekomma lokala elektroniska tillstand,

med energier i bandgapet, pa halvledarens yta. Uttradesarbete
metall: ¢,,
vakuum oxid: ¢
X bs Elektronaffinitet: x
om Ferminiva,
i X | === - gis metall: Ep,,

halvledare: Er,

///ﬁ////\ inget mellanliggandEev

gransskikt

»
P

0 x

Figur 9.1: Metall-halvledardvergang innan jimvikt har etablerats.
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Si: g, = 11,4¢g
P A
END
> w x
fA w
|

\j

l ((bm - ¢s)/€

1 -

Figur 9.2: Laddningstéthet p,
elektriskt filt & och elektrisk
potential ¥ i metall-
halvledarévergangen
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Nér vi sldpper loss elektronerna kommer de att rora sig fran halvle-
daren med hégre Ferminiva, Frg, till metallen med lagre Ferminivé,
Epy,. Detta talar statistisk fysik om for oss. Jamvikt uppnés nér
Ferminivaerna blivit lika, se figure 9.3. Detta innebér att overgang-
ens kontaktpotential ar

Yo = (¢m — ¢s)/€

Tittar vi i detalj pa vad som hénder si diffunderar elektroner i halv-
ledarens ledningsband &6ver till metallen med avsikt att sdnka sin
energi. Elektronerna ldmnar da ett utarmningsomrade med positi-
va donatorjoner efter sig. Motsvarande negativa laddning i metallen
kan endast forekomma pa metallens yta. I metallen och i halvleda-
rens neutrala omrade dr det elektriska faltet & = 0. Enligt Gauss
lag géller

g  p
dr &4
dér e, ar halvledarens dielektricitetskonstant. [ utarmningsomradet
ar

p=¢eNp

och en forsta integration ger det elektriska faltet som

&(z) = BZD (z — w)

dér vi tagit hansyn till att & (w) = 0. Eftersom

W

&= dx

leder en andra integration till elektriska potentialen

() — 6(0) = ~ DL (p —u)? 4

2e4

€ND
2e,

w?.

Vi véljer randvillkoren ¢ (0) = 0 och ¢ (w) = ¢y med kontaktpoten-
tialen
wo — ¢m - ¢S )

e

Utarmningsomradets vidd w bestdms da ur

w(ﬂ}) _ 6]VDwQ _ Om — s

2e5 e

eller

2 2e5 265 Om — Ps
€ND eND (&
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Figur 9.3: Banddiagram for en metall-halvledarévergang i termisk jam-
vikt.

Den negativa ytladdningen i metallen och den positiva laddningen
pa grund av de joniserade donatorerna i utarmningsomradet leder
till en elektrisk potential och ett elektriskt falt som forhindrar yt-
terligare elektrondiffusion. Adderar vi den potentiella energin

Epot(w) = —€- 77[}(33)

till banden ser vi att banden bdjs och en barridr uppstar vid gréansy-
tan.

Vi ser forresten att sambanden som ovan gav det elektriska filtet,
elektriska potentialen och utarmningsomradets vidd &r precis de-
samma som for en p*n-6vergang.

9.1 Metall-halvledarovergangen med péalagd
spanning

I halvledarens neutrala omrade géller:
n = Np

I termisk jamuikt dr flodet av elektroner som kan ta sig &ver poten-
tialbarridren fran halvledaren proportionellt mot elektronkoncent-
rationen i halvledaren vid gransytan, ng. I det neutrala omradet,
dvs for x > w, géller

n=Np= Nce—(Ec—EF)/kT

och eftersom ledningsbandet vid ytan ligger hogre med ¢, — ¢
Nng = Nce_(EC'f'(b'm_(bs_EF)/kT — NDe_(¢7n_¢s)/kT

Dérmed blir flodet fran halvledaren till metallen

Figur 9.4:
Metall-halvledarévergangen i
termisk jimvikt.

By
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Om- ¢ eU 1 termisk jamvikt maste flodet fran metallen till halvledaren vara
~ till beloppet lika stort, dvs nettoflodet genom grinsytan méste vara
T —-—-- noll:

Om-X

EFm
7/ framspind  Fyy = ooy = Fy
0 Vid framspinning U (metallen positiv relativt halvledaren) okar
7 fisdet frin halvledaren
Figur 9.5: F ~ Npe—(¢m—¢s—eU)/KT _ o eU/kT
Metall-halvledarévergangen vid smm b 0
framspénning U och strémmen dr proportionell mot nettoflédet

I ~ FS‘)T)’L - Fmi)s eﬂel‘
I = Io(eV/* — 1)
Vid backspinning U < 0 blir, for e|U| > kT

I~ —I()
Metall-halvledarévergangen fungerar liksom pn-évergdngen som en
Figur 9.6: likriktare och anvinds i likriktande Schottky-dioder som &r snabba
Metall-halvledarévergngen vid och har 1ag troskelspdnning. Snabbheten beror pa att det inte fore-
backspénning U < 0 kommer nagon injektion av minoritetsladdningsbéarare och darmed

ingen upplagring av laddning som kan fordrdja omslaget mellan
fram- och backspént lage. Strommen i framriktningen domineras av
majoritetsladdningsbérarna, likriktaren ar unipoldr. Den laga tros-
kelspanningen (kring 0,2 V) medfoér att sma framspénningar ger
stora strommar.

Aven om man kan ténka sig situationer déir metall-halvledarévergangen
enligt teorin inte borde vara likriktande, t ex nir ¢,, < ¢s , s& ver-
kar de flesta metall-halvledarévergangarna vara likriktande. Detta
kan bero pa oonskade tunna griansskikt — t ex ett oxidlager — eller
pa alla de elektroniska yttillstdnd som kraftigt kan paverka ladd-
ningsférdelningen och dirmed banddiagrammet vid dvergangen.

Det visar sig ocksa experimentellt att barridrhdjden for en metall-
halvledarévergang (n-typ)

¢Bn = ¢m — X
endast svagt beror pa metallens uttriadesarbete ¢,,.

Ohmska kontakter gors i praktiken ofta genom att dopa halvle-
daren hart under kontakten s att barridren blir mycket tunn och
elektronerna latt kan tunnla igenom. Utarmningsomradets vidd w
gavs ju av

2e5

w = eNDwo

och ddrmed minskar w nér vi 6kar Np.
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Barriarhsjd ¢p,, / eV
o
>

o
N
T

Ag Au -
Mg Hf  AlW  Pd Pt
A I R Y Y I
3.0 4.0 5.0 6.0

Metallens uttrddesarbete ¢ / eV

Figur 9.7: Barridrhojden visar ett svagare beroende pa metallens uttra-
desarbete dn vad var enkla modell ger.
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Kapitel 10

Metall-Oxid-
Halvledarovergingen

Metall-ozid-halvledarévergangen (MOS-6vergingen) utgor den centrala delen i en MOSFET
(Metal-Ozide-Semiconductor Field Effect Transistor) och dr dirmed en av de viktigaste struk-
turerna i modern elektronik. En MOS-struktur utgdrs av en metallkontakt ovanpd en halvledare
belagd med en ozid, sd att ingen strom kan passera mellan halvledaren och metallen. Genom att
variera spanningen pd metallkontakien kan man styra ledningsférmagan i halvledaren.

Figur 10.1 visar bandstrukturen fér en ideal MOS-6vergang vid ter-

misk jamvikt. Som exempel betraktar vi hir en MOS med en p-

dopad halvledare. Ideal innebdr bl a att uttrddesarbetet hos me-  Uttridesarbete
tallen, ¢,,, ar lika med uttridesarbetet i halvledaren, ¢;. I termisk metall: ¢,,
jamvikt dr Ferminivaerna i metallen, Ep,,, och i halvledaren, Epy, halvledare: ¢,
lika. I en ideal MOS-struktur blir dd bandkanterna i halvledaren

flata i termisk jdmvikt — vi har ingen bandbdjning.

For en ideal MOS antar vi vidare att det inte finns négra laddningar Elektronaffinitet: x

i eller pad oxiden, samt att oxiden inte tilliter ndgon passage av

laddningsbarare.
Ideal MOS struktur:
i ry 1) d)m = ¢s
‘ 2) Inga laddningar i oxiden
Pm X s 3) Inga likstrommar genom
v oxiden
Ec
————————————— - EFi

EFm%-W oxid halvledare = g‘F/g gf%ﬁgfk_leibﬂm

Figur 10.1: En ideal MOS struktur i termisk jamvikt. Fr; dr halvledarens
intrinsiska Ferminiva.

A
Y
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For en plattkondensator géller:
QR=C-U

Vi anvéinder @ (laddning per
ytenhet) och C' (kapacitans per
ytenhet). Alltsa:

Q har enheten C-m—2

C har enheten F-m~2

U<0 ackumulation

EFnL
/77/'/7 —
IU !

W == Er.

Figur 10.2: MOS-6vergangen vid
ackumulation. Banddiagram,
elektrisk potential samt laddning
i metallen, @,,, och i halvledaren,

Qs-
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Oxiden (elektriskt isolerande) &r omgiven av tva ledande materi-
al och strukturen paminner ddrmed om en plattkondensator. Om
vi lagger en spdnning 6ver en kondensator kommer laddningar att
samlas pa plattorna. Sambandet mellan laddning per ytenhet Q och
spanning U ges av

QA=CA-U
diar kondensatorns kapacitans per ytenhet, C' &r relaterad till av-

standen mellan plattorna d genom

Ero

C:d

A dr plattornas area och e, permittivitetstalet (relativa dielektrici-
tetskonstanten) hos mediet mellan plattorna.

Légger vi en spanning 6ver en MOS-struktur (som ofta kallas MOS-
kondensator) kommer laddningar att samlas nira oxidens ytor pa
liknande sitt. I bade metallen och halvledaren finns ju rérliga ladd-
ningsbérare som paverkas av ett elektriskt filt. Inga laddningar kan
dock passera oxiden, dvs inga strommar flyter, och ddrmed foérblir
bade metallen och halvledaren i jamvikt var for sig. Vi har da kon-
stanta Ferminivaer i halvledaren respektive i metallen.

Vi ska nu fundera lite mer i detalj pa vad som héinder d& vi lagger
en spanning dver strukturen. I det féljande ténker vi oss att halvle-
daren &r jordad, och att vi lagger en positiv eller negativ spanning
pa metallen.

10.1 MOS-overgangen med palagd spanning

10.1.1 Ackumulation

Ackumulation innebir att vi samlar majoritetsladdningsbérare intill
oxiden. For att adstadkomma det for en p-typ halvledare lagger vi
en spanning U < 0 pa metallen (figur 10.2).

I en elektrisk potential &ndras elektronernas potentiella energi med

AEpot = —eU

Alla energier for elektrontillstand i metallen — inklusive Ferminivans
position — forskjuts med e|U| mot hogre energi da U < 0 (jamfor
med hur Ferminivierna forskjuts i en pn-6vergang). Potentialen i
metallen maste vara konstant vid jamvikt. Om potentialen &r va-
rierande finns det ocksa elektriska falt, som orsakar strommar som
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omfordelar laddningar. Dessa skulle flyta tills metallens inre blir
faltfritt. Hela metallen far allts& potentialen ¢ = U.

Fria elektroner i metallen attraheras av den (relativt sett) positiva
potentialen i halvledaren och samlas i ett tunt skikt p& metallens
yta (laddning per ytenhet @,,). I halvledaren drar sig majoritets-
hélen nagot mot den negativa spdnningen pa metallen si att hél-
koncentrationen 6kar och ger en positiv laddning vid ytan mellan
oxid och halvledare (laddning per ytenhet Qs). @, + Qs = 0 d& vi
inte, netto, tillfért eller tagit bort laddningar. Fran
p= Nve_(EFs_EV)/kT

foljer att Eps — Ey maste minska precis intill ytan och banden béjs
upp nagot, se figur 10.2. Redan en liten &ndring av Ey har pa grund
av det exponentiella beroendet stor effekt pé p.

Vi ritar @, och Qs som héga smala staplar, dvs hég koncentration
i ett tunt skikt intill oxiden. I metallen &r elektronkoncentrationen
mycket hog, och @, kan betraktas som en néstan ideal ytladd-
ning (sitter bara pa ytan). I halvledaren styrs halkoncentrationen
av avstandet mellan Frg och Ey, och héalkoncentrationen 6kar ex-
ponentiellt da vi ndrmar oss oxiden. Halkoncentrationen blir mycket
hog intill oxiden, och det riacker det med att bandbdjningen sker i
ett smalt omréade for att fa laddningen Q.

10.1.2 Utarmning

Vi byter nu polaritet pa spadnningen pa metallen, dvs U > 0. Ha-
len drar sig bort fran metallens positiva potential och ldmnar efter
sig joniserade, negativt laddade acceptorer s& att ett utarmnings-
omrade med bredd w uppstar. Hér, precis som i pn-dvergéngen,
bestdms laddningstitheten av koncentrationen av joniserade dopa-
tomer. Koncentrationen blir inte s hég som i fallet med de acku-
mulerade halen tidigare, och bandbd&jningen sker da i ett bredare
omréade.

Avstandet mellan Epg och Ey okar for att reflektera den minskade
halkoncentrationen. P& metallens yta uppstar en positiv nettoladd-
ning — avsaknad av elektroner — d& metallens fria elektroner drar
sig undan den negativa laddningen i halvledaren.

Det elektriska féltet som uppstar mellan laddningen @, i metallen
och laddningen Q. (dér sc star for space charge eller rymdladd-
ning) i halvledarens utarmningsomrade pekar i positiv z-riktning.
P& samma sitt som i var diskussion av pn-Gvergangen kan vi da

utarmning
U>0 R Epi
B

Figur 10.3: MOS-6vergangen vid
utarmning. Banddiagram,
elektrisk potential och laddning i
metallen, Q,,, och i halvledarens
utarmningsomrade, Q..



Hér ar det smidigt att anvinda
uttrycken:

(BErs—EFi)/kT
Epi—Eps)/kT

n = n;e
p = niel
som (kapitel 6) ar ekvivalenta
med

n = Nce_(EC_EFS)/kT

p= Nve_(EFS_EV)/kT
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dra slutsatsen att potentialen avtar nir vi gar fran metallen in i
halvledaren. Potentialen i halvledaren ges av

N
bla) = S (w—a)
dar vi satt ¥ (w) = 0 som randvillkor eftersom halvledaren &r jor-
dad.

P4 halvledarens yta &r potentialen 1, = 1(0). Som vi ser i dia-
grammet for 1) kan den totala spanningen U skrivas U = Vi + 1ys;
dvs summan av spanningsfallet v,; 6ver halvledarens utarmnings-
omrade och spanningsfallet V,, &ver oxiden.

Vi tidnker oss nu att vi 6kar den positiva spdnningen pé metallen.
Fler hal drar sig da undan sa att utarmningsomradets vidd w okar.
Da okar laddningen Q. och ddrmed &ven @),,. Potentialen 1, vid
halvledarytan tkar och banden béjs ner ytterligare.

Vid ett visst varde pa spanningen dr banden, och ddrmed den int-
rinsiska Ferminivan Er;, s& kraftigt bojda att Ep; ligger pd samma
energi som Ferminivan FErg péd halvledarens yta. Halvledarens yta
dr da intrinsisk (Fps = Ep;) och de lokala elektron- och halkon-
centrationerna vid ytan dr bada lika med n;.

10.1.3 Inversion

I inversion har vi lagt s stor spanning pa metallen att vi i halvle-
daren fatt fler elektroner &n hal intill oxiden. Halvledaren av p-typ
har pa ytan blivit n-typ. Detta kallas inversion.

I halvledarens neutrala omrade (x > w) kan vi skriva

Ny = p = njeBrimEro) /KT _ . ceA/KT
dar vi antagit fullstdndig jonisation (p = N4). Har betecknar eA
energiskillnaden mellan den intrinsiska Ferminivan Ep; — eller mit-
ten av bandgapet — och den faktiska Ferminivin Ep, i halvledaren
(se figur 10.4). D& spénningen 6ver MOS-strukturen ckar kommer
vi s& smaningom till en situation d& ytpotentialen har okat till 2A.
Da ligger Er; vid ytan lika langt under Epg som den lag dver Epg
inne i halvledaren.

P4 halvledarens yta har vi d&

n = n;e\Ers—Er) /KT _ . ceA/KT

dvs n vid ytan dr lika stor som p i halvledarens neutrala omra-
de. Den spdnning som krivs for att astadkomma detta kallar vi
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Ur, troskelspanningen, for inversion. Vi forvintar oss alltsa att en
icke-férsumbar koncentration elektroner dyker upp i den triangulé-
ra potentialgropen néra ytan vid termisk jamvikt. I figur 10.4 syns
dessa elektroner som laddningen @,. Det tunna skikt vid ytan dér
de ansamlade laddningsbirarna finns kallas for inversionskanal.

Nér U okar ytterligare (s& att U > Ur) kommer utarmningsomra-
dets bredd inte att 0ka ndmnvért. En liten bandb6jning vid ytan,
dvs en liten 6kning av Fps — Ep;, dr allt som behovs for att ka @,
kraftigt. Okningen av den negativa laddningen i halvledaren sker
d4 i kanalen och inte ldngre genom att utarmningsomradet vixer,
utarmningsomrédet har natt sin maximala bredd wi,qz-

Varifran kommer elektronerna som samlats intill oxiden i inver-
sion? Nagra har diffunderat fran det neutrala omradet, men hér
ar elektroner i minoritet s det finns inte s manga att tillga. De
flesta genereras genom termisk excitation 6ver bandgapet i utarm-
ningsomradet. Halen som d& skapas sveps bort till det neutrala
p-omréadet och elektronerna dras ner i gropen. Dessa processer tar
dock viss tid. Den tid det tar att na termisk jamvikt, den sa kal-
lade termiska relazationstiden, dr ungefir av storleksordningen en
sekund.

Om det tar ndgon sekund for elektronerna att anpassa sig efter en
fordndrad spénning, hur ser da strukturen ut precis efter det att
vi lagt pa en spdnning U > Ur? Det som sker férst — och snabbt
— ar att halen dras bort fran ytan av det Okade elektriska féltet
och vi far ett brett utarmningsomrade, bredare &n wp,. Detta
initala tillstdnd kallas djup utarmning (deep depletion), figur 10.5.
Elektronerna tar en stund pa sig att samlas vid ytan. Allt eftersom
elektroner dyker upp intill oxiden, huvudsakligen genom termisk
generation, dkar laddningen i inversionskanalen och utarmningsom-
radet krymper tills vi slutligen nar termisk jimvikt. Djup utarmning
anvinds i CCD-detektorer.

10.2 Charge-coupled device (CCD)

En CCD-detektor registrerar den ljusintensitet som triffar olika
delar av detektorns yta. Detektorn bestar av en matris av MOS-

inversion

U>0 /i Eop
T FeA TR
AN -L- E

EFm

_

Y, 3

U

Figur 10.4: MOS o6vergangen vid
inversion, elektrisk potential 1
och laddning i metallen, @,,, i
utarmningsomradet, Q., och i
kanalen, Q.

U>UT Qn:O

_eNy
f

QS(:

kondensatorer. Ljus exciterar elektron-hal-par éver bandgapet i MOS- Figur 10.5: MOS-struktur vid

kondensatorerna. Om ljuset som triffar en del av detektorn har hog-
re intensitet (fler fotoner per sekund) skapas lokalt fler elektron-hél
par.

En MOS-kondensator (var och en med en separat metallkontakt)
med en halvledare av p-typ visas i figur 10.6. En positiv gatespén-

djup utarmning, innan termisk

jamvikt har etablerats.
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Ug Al SiO
1 4 :
~1em l lié 100 nm
T w N_ T
T p-substrat

Figur 10.6: MOS-kondensator pa ett p-typ substrat.

ning Ug > Ur laggs pa en av kontakterna. I forsta dgonblicket ska-
pas ingen inversionskanal utan bara ett brett utarmningsomrade.
Vi har djup utarmning.

Om MOS-strukturen i djup utarmning belyses skapar fotonerna
elektron-halpar genom att excitera elektroner fran valensbandet
till ledningsbandet. Varje inkommande foton (med energi storre én
bandgapet) har en viss chans att skapa ett elektronhal-par. Ju fler
fotoner som traffar MOS-strukturen, desto fler elektronhal-par bil-
das. Om denna excitation sker inom den utarmade delen av halv-
ledaren, dér det finns ett elektriskt falt, kommer de skapade halen
att dras ivig till halvledarens neutrala omrade. De skapade elektro-
nerna knuffas pa andra hallet, mot oxiden, och samlas i gropen som
det bojda ledningsbandet bildar (se figur 10.5). Antalet elektroner
borde vara proportionellt mot ljusets intensitet.

Genom att anvinda en matris av MOS-kondensatorer kan vi méta
ljusintensitet i olika punkter och da lagra en bild som man t ex
gor 1 en digital kamera. Genom att rédkna elektronerna pa en viss
kondensator far vi ett matt pa ljusintensiteten. Rikningen maste
ske snabbt, innan systemet nar termisk jamvikt, for da kommer det
ju for samma styrspinning Ug 6ver MOS-kapacitanserna att finnas
lika manga elektroner i varje grop, och vi har foérlorat informationen
om ljusintensiteten.

Figurerna 10.7 och 10.8 visar principen fér hur man fér ut infor-
mation (dvs antalet elektroner pa en kondensator), fran enskilda
MOS-kondensatorer for en viss typ av CCD-detektor. For att forsta
principen betraktar vi figur 10.7. Vi ldgger en spanning U; = 410
V pé kontakt 1 (s& att vi har djup inversion) och later ljus tréffa
strukturen. D& skapas elektron-hal par och elektronkoncentratio-
nen under metallkontakten &r karakteristisk for ljusets intensitet.
Genom att sedan snabbt ldgga en hég spénning U = 415 V pa
nésta kontakt flodar elektroner 6ver till denna kontakt. Vi har alltsa
samlat in information om ljusintensiteten vid kontakt 1 och flyttat
informationen ett steg genom strukturen.
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Uy=10V Uy =5V  Uz=5V U

o+ Al
N SiOy
RO T T T T T T
p-typ substrat
U; =10V Uy=15V U3=5V U
o* Al
AL T AW VWX B

O 0—~0 7
SN
p-typ substrat

Figur 10.7: Principen for hur elektroner transporteras inom en CCD-
detektor.

[ trefas-CCD behovs tre MOS-strukturer for varje bildpunkt (en
detekterar ljus och ytterligare tva anvands for forflyttningen) och
genom lampliga spanningspulser (se figur 10.8) kan vi flytta elektro-
nerna fran grop till grop, ut till en liskrets vid radens dnde, dir en
forstirkare konverterar laddningsméngden till en spdnningssignal.
MOS-matrisens rader fungerar som horisontella shiftregister.
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S N =
N ———
p-substrat (a)
N VR
N ———— 7 Y
(b)
/———A
f====-——7 S
- (c) -
T T T N~——— \
NCCT ‘o=
(d)
(@) (b) (c)(d)
u [ ]
PN
[ ]|
|
t BR
Uz

f1iptzty

Figur 10.8: Spanningspulser flyttar laddningen fran MOS till MOS. Den
undre delen av figuren visar hur spédnningarna Uy, Uy och Us varierar, och
den 6vre delen visar hur elektronerna forflyttas mha spinningspulserna.
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a) .

n

Source Oxid Drain /

n

Figur 10.9: a) Strukturen hos en MOSFET. Metallelektroden (gate, inte
utsatt i figuren) ligger pa oxiden. b) Dopning och utarmningsomrade néra
halvledarens yta. ¢) Banddiagram som visar ledningsbandskanten.

10.3 MOSFET

Med en spinning Ugs > Ur pa metallen kan vi — som vi har sett —
skapa en inversionskanal vid halvledarytan under oxiden. I en p-typ
halvledare blir da elektronkoncentrationen vid ytan hog. Elektron-
koncentrationen dkar sedan med 6kande gatespanning, dvs kanalens
konduktivitet styrs av gatespdnningen.

Figur 10.9 visar en metalloxid-halvledar-falt-effekt-transistor (MOS-
FET). Central i transistorn dr en MOS-6vergang som utgors av en
metallkontakt (gate; G), ett oxidskikt och den underliggande halvle-

daren, hiir av p-typ. Genom dopning skapas tva n™ omraden; source
(S) och drain (D).

[ en MOSFET kan man styra laddningstransporten (hér av elektro-
ner) mellan source- och drainkontakterna genom att variera spin-
ningen pa gate-kontakten. Utan inversionskanalen kan det inte ga
*-omrédena (S och
D) ser p-omrédet som en potentialbarridr (ledningsbandskanten lig-

strom mellan source och drain. Elektronerna i n

ger hogre i energi hir; se fig 10.9). Med en positiv spanning pa ga-
ten kan vi bdja ner bandkanten och skapa en inversionskanal med
elektroner som férbinder source och drain.

Det &r alltsa mojligt att styra strommen mellan source och drain
genom inversionskanalen med hjilp av den gatespénningen. Den-

Ur ar troskelspdnningen for
inversion.
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Kom ihag: ©,N4 = 2, Np

1 kan vi ta fram pa samma sitt
som i avsnittet om utarmning,
eller som i kapitlet om
pn-6vergang. Anvind
relationerna f6r p, & och

Figur 10.10: MOSFET med en styrspanning storre dn troskelspinningen.
En inversionskanal har bildats vid halvledarens yta under oxiden. Utarm-
ningsomradet utgors av den streckade arean.

na styrning, som kallas falteffekt, diskuterades redan pa 1920-talet
medan MOSFET-strukturer realiserades tillforlitligt forst pa 1960-
talet.

Source och drain (n™) bildar pn-6vergangar med p-typ halvledaren,
dar utarmningsomradena (streckade i figur 10.9) vésentligen ligger
pa den lagdopade sidan av 6vergangen, dvs i p-omradet.

For Ug > Ur bildas en inversionkanal under oxiden; se figur 10.10.
Som vi har sett i diskussionen om utarmning och inversion finns det
ocksa ett utarmningsomrade mellan oxiden och den neutrala p-typ
halvledaren. Har har de fria hilen tringts undan av den positiva
gatespdnningen och kvar finns de negativa acceptorjonerna.

Potentialen vid gransytan till oxiden ar

N
62 Aw? nir Us=Up =0.

77Z)yt = ¢2t =

S
dér vi aterigen antagit att ¢ = 0 i den neutrala p-havledaren pga
kontakten till jord. Har dr w utarmningsomradets vidd i p-typ halv-
ledaren, N4 acceptorkoncentrationen och €4 halvledarens dielektri-

citetskonstant.

Med en positiv drainspénning Up, se figur 10.12, ror sig elektroner
fran source till drain férutsatt att vi mha ldmplig gatespanning har
skapat en inversionskanal. For laga virden pa Up okar strémmen
linjart med drainspadnningen. Kurvans lutning bestédms av konduk-
tiviteten i inversionskanalen som i sin tur beror av gatespanningen.

For den féljande diskussionen av strommen mellan source och drain,
som ofta bara kallas drainstrém och betecknas Ip, behéver vi hirle-
da ett samband som relaterar laddningen pa metallen, Q,,,, och dér-
med &ven laddningen i halvledaren, @), till ytpotentialen v,;. For
hérledningen utnyttjar vi MOS-6vergangens likhet med en platt-
kondensator.

Som vi ndmnt tidigare kan vi se den totala spdnningen pa gaten, Ug,
som summan &ver spanningsfallet 6ver oxiden, V,,, och éver halvle-
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emitter

Ip

Up

kollektor

0

Figur 10.12: MOSFET med liten drainspadnning Up = U; > 0. Kanalen
smalnar av nér vi ndrmar oss drain och utarmningsomradets vidd okar. Ip
Okar néstan linjart med Up. ¥(y) &r elektriska potentialen lings kanalen
orsakad av drainspénningen.

darens utarmningsomrade, ;. Over oxiden faller alltsa spinningen
Vow = Ug — 9y och vi kan skriva laddningen @, (positiv i det har
fallet) pa metallen som

Qm = (UG - wyt) - Cog |:H?2:| .

dar gatekapacitansen C,, (per ytenhet) ar

Eox F
Co=" |ue)
Totalt sett &r MOS-kondensatorn oladdad; totala laddningen per
ytenhet i halvledaren Q¢ &r till beloppet lika stor som @,,, men
med motsatt tecken

Qs = —Qm = *(UG - wyt) Cog

dar Qs &r totala laddningen i halvledaren; alltsd bade laddningen
associerad med laddningsbérare i inversionskanalen och med ladd-
ningen hos joniserade dopatomer i utarmningsomradet.

Spanningsfallet fran source till drain lings med kanalen medfér nu
att potentialen vid halvledarytan varierar med liget y, den Skar
frén z/)gt vid source till wgt + ¢(y) vid drain. Vi skriver den som

Pye(y) = e + ¥(y)

dér v (y) varierar fran 0 till Up, ungefir som skissat i figur 10.12.
Laddningen pa metallytan blir da ocksa beroende av laget och kan
skrivas som

Q=0cV

Ua

wyt

\
\
\
\ 0 w

Figur 10.11: Potentialen i
MOS-strukturen.

Qs = Qsc +Qn

Ip

Figur 10.13: Med 6kad
drainspdnning minskar
stromdkningen.

v
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Ip pinch-off

Ip

Up

Figur 10.14: Drainspdnningen har
okat fran U; (figur 10.12) till Us.
MOSFET nar pinch-off laget nér
inversionskanalen &r strypt vid
drain. Ip maéttas.
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Qm = 1Qs| = (Ug — %(,)t —(y)) - Cox
Kanalen péverkas lokalt som funktion av y pa tva sitt:

1) Den totala negativa laddningen i halvledaren, Qs, minskar néra
drain eftersom 1 (y) tkar. Detta foljer ur relationen ovan.

2) For positiv Up blir pn-6vergangen vid drain backspand och ut-
armningsomradet ¢kar i vidd. Da dkar den negativa laddningen Qg
i utarmningsomradet nédra drain.

Tillsammans leder dessa tva effekter till att laddningen i kanalen,
Qn, maste minska med 6kande ¥ (y), dvs nir vi gar fran source till
drain, eftersom

Qn = Qs - Qsc

Eftersom kanalen smalnar av nédr vi ndrmar oss drain s& kommer
konduktiviteten att minska néra drain. Strémmen &r férstas obero-
ende av y. D& maste det elektriska faltet lings kanalen 6ka med y
for att kompensera for minskningen i konduktivitet. Eftersom

dyp

E =—
dx

skissades potentialen 1 (y) som i figur 10.12. Resistansen i kanalen
okar med 6kad drainspinning (pga att kanalen smalnar av), och
strommen 6kar nu endast lAngsamt med drainspdnning.

Utan att hdrleda nigot detaljerat uttryck for ¢(y) kan vi inse att
kanalens smalaste stélle r vid drain. Vid en viss drainspénning har
Qs minskat sd mycket, och Q. 0kat si mycket, att laddningen i
kanalen @, = Qs — Qs = 0. D& kommer kanalen vid drain att
vara tom, “pinched-off” eller strypt. Strommen har h&r natt sitt
maximala vérde.

Okar vi drainspénningen ytterligare, sa kommer 6kningen av spin-
ningen vésentligen att hamna 6ver utarmningsomradet dar kanalen
ar strypt, snarare dn 6ver den ledande biten av kanalen. I utarm-
ningsomradet &r ju resistiviteten mycket hdgre dn i den ledande
kanalen. Vi far d& bilden som i figur 10.14. En ledande om &n av-
smalnande kanal leder fram elektroner till stupet vid drain. Stupets
hojd péaverkar inte strommen, avgorande dr den ledande kanalbi-
tens forméaga att leverera elektroner. Drainstrommen méttas, vi nar
“saturation” - ett ord som hér har en helt annan betydelse &n i dis-
kussionen av den bipolédra transistorn!

Vi finner slutligen transistorns utgangskarakteristik, se figur 10.15.
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/pinch—off
Ip } T Ug-Up=10V

8V

6V

4V
2V

=UD

Figur 10.15: Utgangskarakteristik hos en MOSFET. Ip dr plottad som
funktion av Up med gatespénningen Ug som parameter. Up dr troskel-
spanningen for inversion. Karakteristiken dr mycket lik den bipoléra tran-
sistorns karakteristik.

10.4 CMOS

Vi diskuterade tidigare inverteraren baserad pa en bipolédr transis-
tor. Vi fann att det i dess ena stationéra tillstind dér transistorn
var ON fl6t en stor kollektorstrom. Detta leder till en stor effektfor-
brukning och dessutom virmeutveckling i transistorn. I integrerade
kretsar méaste vi minimera effektférbrukningen och hir har kom-
plementédr MOS teknik - CMOS - haft en oerhdrd betydelse. Vi
avslutar diskussionen av MOS-strukturer med en kort introduktion
till CMOS.

En CMOS-inverterare bestar av en MOSFET av vardera slaget; en
PMOS och en NMOS. Beteckningarna NMOS och PMOS anger
vilken typ av laddningsbédrare som finns i kanalen vid inversion.
En NMOS ér alltsd en transistor gjord med p-substrat, som vid
inversion blir n-typ.

I det foljande exemplet dr bada transistorerna av enhancement-typ,
dvs en gatespdnning behovs for att skapa en inversionskanal - se
hogra delen av figur 10.16.

En inverterare har en ingangsspénning, v;,, och en utgéngsspéin-
ning, vye. Inverteraren ska, precis som det later, ge en hog utgangs-
spanning for en lag ingdngsspédnning och tvirtom.

Vi borjar med att betrakta 1ag ingdngsspénning, v;, ~ 0 V. PMOS-
transistorn dr i inversion. Gatespénningen hir sitts direkt av vy,
medan halvledardelen ar satt till potentialen +5 V av spdnningen
Upp- Relativt halvledaren &r gate-kontakten negativ och darmed



PMOS - p-kanal i n-typ bulk
halvledare.

Gatespdnningen maste vara
negativ relativt substratet och till
absolutvéirdet storre dn den
negativa troskelspanningen Ur,,
for att skapa en hal-kanal.

NMOS - n-kanal i p-typ bulk
halvledare.

Gatespdnningen maste vara
positiv och stérre dn
troskelspanningen U, for att
skapa en elektron-kanal.

Typiskt:
Urp~—-10V
Ur, ~ 10V
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Uyp=5V
DIC? qu ? Iy
S L >
c ] Ug
' PMOS
—
D
Uin °71 17 Vut
D Ip
—
f{ l«— NMOS
—
S f >
1 uTn uG

Figur 10.16: CMOS inverterare som bestar av tva enhancement transisto-
rer, en p-kanal och en n-kanal. Drainstrommen Ip dr ritad som funktion
av gatespanningen Ug till hdger med troskelspénningar Uz, och Ur,, for
p- resp. n-kanal transistorn. Source och substrat dr sammankopplade.

samlas hal under oxiden s& att transistorn dr ledande.

NMOS-transistorn dr déremot stingd. Spdnningen péa gaten, dven
denna definierad av v;,, dr densamma som potentialen i halvledar-
delen (jordad; har potentialen noll) och ddrmed bildas ingen inver-
sionkanal. Kontakten dér vi laser av v, &r isolerad fran jord (pa
grund av stdngd NMOS), men hamnar p& samma potential som
Upp pa grund av den ledande PMOS-transistorn; v, ~ 5 V.

For hog ingdngsspanning, vy, ~ 5 V, &r PMOS-transistorn stangd
och utgdngskontakten (vy:) r darmed isolerad fran Upp. NMOS-
transistorn ar nu ledande ty gaten har en potential pa +5 V, medan
halvledardelen i NMOS-transistorn fortfarande &r jordad. Utgangs-
spanningen v, sitts nu till potentialen pa jord, v, ~ 0 V.

Oavsett virde pa v;,, hogt eller lagt, ar en av transistorerna alltid
stangd (icke-ledande). Det finns alltsé aldrig mojlighet for en stor
strom att gd t ex mellan Upp och jord och den statiska strom-
forbrukningen dr mycket 1ag. I sjélva omslaget, nér vi byter virde
P v, omfordelas laddningar vilket innebér att strommar flodar i
transistorerna.

Aven i statiskt lige kan det dock finnas en lag effektutveckling. En
stdngd transistorer har en viss om &n liten ledningsféormaga - ett
lackage - mellan source och drain dven da vi inte har inversion - sa
kallad subthreshold current. Det 4r angeldget att den &r sa liten som
mojligt for att minimera effektutvecklingen i transistorn.
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Varmeledningsformaga

Varierar temperaturen ldngs med ett prov kommer ett fléde av ter-
misk energi

Q

Q_
d A At

fran den heta dnden till den kalla att forsoka utjdmna temperatu-
ren. Vi betraktar nu flédet i punkten « = 0 och antar att elektroner
svarar for transporten.

Elektroner som passerar x = 0 fran vinster hade sin senaste kol-

lision fér en tid 7 sedan, dvs vid x = —¢ déar deras energi i medel
var
dE
E=——/
dx

Denna energi bar de nu med sig forbi x = 0. Elektronerna som
passerar fran hoger hade sin senaste kollision vid ¢ = ¢ dér deras
medelenergi var

dE

E=4+—/.
+dal:

Vi antar — lite forenklat — att 1/3 av elektronerna ror sig i var och
en av koordinataxlarnas riktning. Hélften av dem som ror sig léings
med z-axeln ror sig &t vinster, hélften at hoger. Flodet av termisk
energi (i positiv z-riktning) kan da skrivas:

1 dE 1 dE
Q _ = ey B R i
J nv (E . €> 6m} (E + In €>
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@ - termisk energi (“heat”)

A

| o
T(x) | |
| |
I A
| |
| _| |
A L
dE 0 dE
E-Z2y E+Z20
dx( dx

E: elektroners medelenergi
n: elektronkoncentration
v: elektroners medelfart

¢: fria medelviglangden
Cy: varmekapacitet per
volymsenhet.
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Med virmekapaciteten per volymsenhet

CV:TLdiT

finner vi slutligen

1 dE dT

go— Ly dEdl 1 o il A

3V aTdr T 3 dz

1
virmeledningsformaga: k = gCVUE

Speciellt for elektroner géller

dT
dx

3
dE
Cy = nom = —nk, {= vt
vilket ger
1 3nk*rT

K= inkvth = in mT och

LI CARNTH 107 8WQ/K? = konst
_ = = — = . — Il
ol 2 \e ’

Det experimentella Lorenz talet &r
B2 1078WaQ/K?
oT ’

Den empiriska relationen

K
— = konst.
o

kallas Wiedemann-Franz lag (1853) och Drudes forklaring upplev-
des som ett starkt argument for hans modell — dven om det sdgs att
overensstdmmelsen ursprungligen varit battre tack vare ett riknefel.
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Ladpotential 1 ett elektriskt
falt

En odndlig ladpotential har 16sningar som visas i figur B.1a. Lagger
vi ett elektriskt filt ver ladan,

au

E=——
dz

kommer ladans botten att slutta som den streckade linjen i figur
B.1b eftersom elektronens potentiella energi &ndrar sig med

AE, o = (—e) - U(x).

Elektronen kommer da att i sitt grundtillstand att vilja halka ner till
det nedre vinstra hornet. Det betyder att vagfunktionen méste oka
nagot i ladans vinstra halva och minska i den hégra halvan. Vi kan
approximativt beskriva vagfunktionen i det stérda grundtillstandet
som en linjarkombination av de tva ligsta ostérda vagfunktionerna

U(x) = e191(x) + catpa ()

Det resulterande grundtillstindet kommer att se ut ungefir som i
figur B.1c. Vi har kommit en liten bit pa vig mot en exakt 16s-
ning, men det hade sidkert gett vagfunktionen storre flexibilitet om
vi hade tagit med fler termer i var utveckling, dvs fler ostorda vag-
funktioner. Om vi t ex hade blandat in den ostorda vagfunktionen 4
sa skulle elektronen kunna komma &dnnu lite ndrmare kanten vilket
nog ytterligare hade minskat dess energi en aning.
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E
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Figur B.1: a) De fyra lagsta vagfunktionerna i en oéndlig ladpotential. b)
Ladpotentialen i ett elektriskt falt. ¢) Grundtillstandets vagfunktion som
linjadrkombination av de tva lagsta ostorda vagfunktionerna.



Appendix C

Diffusionsekvationen

Vi ska hir mycket kortfattat antyda var diffusionsekvationen fér mi-
noritetsladdningsbararna i en halvledare kommer ifran. Kontinui-
tetsekvationen haller reda pa att laddningar inte bara kan férsvinna.
Minskar laddningstédtheten i nagot omrade maste den ha strommat
in i eller ut ur omradet.

9p
V-J=—-——
ot
eller i en dimension (i z-riktningen) med J =J,
OJy _ Op
oxr Ot

Nér det géller elektroner och hal i en halvledare méste vi ta hén-
syn till att bade elektron- och halkoncentrationer dven kan dndras
genom generations- och rekombinationsprocesser. For elektronkon-
centrationen giller da

on 10J.
-, — Ge - Re
ot e Ox +

och for halkoncentrationen
ap 1 &Jh
— =———4+G, — R
ot e Ox +Gn h

dér G och R ar generations- och rekombinationstakter for respektive
partikel.

Stromtatheterna for elektroner och hal, som innehéaller ett drift- och
ett diffusionsbidrag ges av

Je = epend + eDed—n
dx

och

dp

Jp = eupp& — eDp,
dx
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Vi anvinder féljande notation:
po och ng betecknar hal- och
elektronkoncentrationer i
jamvikt.

p och n betecknar motsvarande
koncentrationer nir jimvikt ar
rubbad som t ex genom injektion.
Detta ar alltsa de aktuella
koncentrationerna.

Vi skriver for skillnaderna

Ap =p—pg och An =n — ng.

G}, och G, — generationstakter,
Ry, och R.—
rekombinationstakter,

Jr, och J. — hal- resp.
elektronstromtétheter,

D;, och D.— diffusionskonstanter,
W och e — mobiliteter.



G?LXt och GEXt —
generationstakter pa grund av
yttre inverkan, 7, och 7. — halens
respektive elektronernas livstid.
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Vi sétter in stromtétheterna i de modifierade kontinuitetsekvatio-
nerna och far

on o0& on 9%n

a, — Mell 77— e 5 Dei e — 1Ite

ot Mgy THS gy T Dega T Ge — B
och

op 08 Op 0%p

ot MmPa, —Mhéaaz +th + Gh — Rp.

I jamvikt har vi laddningsneutralitet
po+NZ§—no—N2 =0

I icke-jamvikt kan vi mycket vil ha nettoladdningar, som da enligt
Coulombs lag leder till ett inre — alltsd ej palagt — elektriskt filt
enligt

08 e(p+NjH—n—Ny) e(Ap— An)

ox Es €s

Vi antar nu att vi har en n-typ halvledare som ar homogen, dvs p
och n &r oberoende av rum och tid. Vad hinder nu om en avvikelse
fran laddningsneutralitet har gett upphov till ett sadant inre filt
i var halvledare? Féltet kommer att generera strommar och des-
sa kommer sikert att domineras av bidraget fran elektronerna, dvs
majoritetsladdningsbérarna. Halbidraget ar ju storleksordningen 10
tio-potenser mindre. Elektronerna kommer da snabbt att neutrali-
sera halen och laddningsneutralitet aterstélls — atminstone néstan,

Ap = An.

Detta innebdr nu att vad halen &n hittar pé, sd foljer elektroner-
na efter for att uppratthalla neutralitet. Det spelar ingen roll om
halen diffunderar eller drivs av ett (palagt) elektriskt falt, elektro-
nerna hinger med. Vet vi dd vad halen har for sig, sa vet vi allt
som hénder. Darfor ar det sa viktigt att halla reda pa minoritets-
laddningsbérarnal

Nu kan vi i princip 6versitta resonemanget till formalism. Eftersom
vi inte exakt vet hur stor laddningsobalansen &r och dirmed inte
heller vet exakt hur stort det inre elektriska faltet &r, eliminerar vi
lampligen forst & /0x ur de tva ekvationerna vi kommit fram till
ovan. Vi antar vidare att laddningsneutralitet géller, dvs

Ap = An.

Efter lite algebra, och med FEinsteins relation mellan D och p, kom-
mer vi till slut fram till diffusionsekvationen for halen i en n-typ

halvledare
dp &*p Ip ext P —DPo



257

Figur C.1: T en belyst halvledare skapas elektron-halpar vid ytan.
Overskotts-minoritetsladdningsbérarna diffunderar in i halvledaren och
rekombinerar.

och analogt for elektronerna i ett p-typ material

on o*n on ext
gt~ Degga THeS G, H G —

n—mno

Lat oss titta pa ett exempel dar vi anvinder diffusionsekvationen.
Situationen dr mycket lik injektionen i pn-6vergangen. Vi betrak-
tar en n-typ halvledare under belysning. Belysningen genererar ett
laddningsbararoverskott vid ytan, z = 0, och vi antar att systemet
befinner sig i ett stationdrt tillstand.

Belysningen skapar i det stationdra tillstandet ett konstant &Gver-
skott av hal bara pé ytan,

p(z = 0) = p(0) = konstant
Langt inne i halvledaren har 6verskottet dott ut, dvs

p(z — 00) = po.
Elektronerna neutraliserar hélen, halvledaren &r faltfri.
Vi skriver d& diffusionsekvationen

0 0? —
W _o_p9p_p—p

ot Thgg? T

Lésningen blir en avklingande exponentialfunktion

p(z) = po + {p(0) — po} - e~/ Ln

dar diffusionldngden definierades genom sambandet

Ly = /Dyt
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Appendix D

(zeneration och
rekombination — livstider

Lat oss rubba jimvikten i en n-typ halvledare genom belysning, som
vi antar genererar elektron-hal par homogent i hela halvledarprovet.
Detta dndrar elektronkoncentrationen fran sitt jamviktsvirde n,g
till ny,, och pyo till py,

Np = Npo + An7 Pn = Ppo + Ap.

Belysning skapar ingen nettoladdning vi har fortfarande laddnings-
neutralitet,

An = Ap.

Det pagar hela tiden generations- och rekombinationsprocesser i
halvledaren. Elektroner i valensbandet utnyttjar den termiska ener-
gi som flyter omkring och hoppar upp till ledningsbandet, andra
elektroner som redan &r i ledningsbandet hittar ett hal i valensban-
det och rekombinerar. Vid rekombinationen frigérs energi, som kan
leda till att fotoner utsinds, men som oftast bara virmer upp kri-
stallen. Med Gy, betecknar vi den termiska generationstakten och
med R rekombinationstakten. Takterna anger antalet processer per
volyms- och tidsenhet. Vad kan vi siga om Gy, och R? Det &r up-
penbart att rekombinationstakten forutsitter att det finns elektro-
ner i ledningsbandet och att det samtidigt finns hal i valensbandet.
R borde da ges av produkten av koncentrationen besatta tillstand i
ledningsbandet, n,, och koncentrationen tomma tillstand i valens-
bandet, p,. Vi skriver

R = Bn,pn

med en proportionalitetskonstant 3, som beskriver detaljerna i éver-
gangsprocessen, men den kan vi inte sdga nagot om har.
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Figur D.1: Belysning skapar
elektron-halpar med
generationstakten Gr. Denna
balanseras i jamvikt av
nettorekombinationen med takten
R — Gy,

Gin, R - [m™3s71]
Gy - [m_3s_1]



Antagande 1.
Halvledaren ar n-dopad,
Mo > Pno

Ny = Npo + An
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Motsvarande argument ger att den termiska generationstakten Gy
beror bade pa koncentrationen elektroner i valensbandet som kan
exciteras och pa koncentrationen tomma tillstand i ledningsbandet
dit elektronerna kan exciteras. Men i en halvledare dr ju valens-
bandet normalt alltid (néstan) helt fyllt och ledningsbandet alltid
(nastan)helt tomt. Generationstakten ar d& konstant dven om vi
rubbar systemets jimvikt. Gy, har da dven samma virde vare sig
halvledaren ar intrinsisk eller extrinsisk.

I termisk jamvikt — ingen nettorekombination eller nettogeneration
— maéste for en intrinsisk halvledare gilla

Gth =R= Bn127
och for en extrinsisk n-typ halvledare

Gin = R = Bnyppy.

Om Gy dr den samma s har vara funderingar lett oss fram till
massverkans lag pd en annan viig én tidigare eftersom

Gin = Bnnpn = Bn?
Detta séger oss att produktansatsen vi gjort ar rimlig.

Lat belysningen nu skapa G, elektron-hal par per tidsenhet och vo-
lymsenhet i var n-dopade halvledare. Halkoncentrationen p,, &ndrar
sig da med tiden enligt

dpn
E—GL"'Gth R

For ett stationdrt tillstand géller

dpn
O—W—GL"‘GHL R

dir R, nédr vi nu rubbat jamvikten, ges av

R = Bnyppy

eller

R = 6(”710 + ATL) (pnO + Ap)
= BnnoPno + B(nno + pno + Ap) - Ap

dir vi utnyttjat att An = Ap.

Om halvledaren ar n-dopad géller

Nno > Pno-
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Dessutom begransar vi analysen till situationer dir overskottet av
laddningsbirare som belysningen genererar visserligen ¢kar halkon-
centrationen kraftigt

Pno < AP

men &nda ar mycket mindre &n majoritetsladdningsbararkoncent-
rationen ny,

Ap < Npg-

Detta innebar att vi antar s& kallad ldg-nivd injektion (se dven pn-
overgéngen). Darmed forenklas uttrycket for R till

R = Bnnopno + Brino - Ap = Gy + Brino - Ap
och nettorekombinationstakten blir

R — Gy, = Bnpo - Ap.
Vi har da

_ dpn

0
dt

=G — 57%0 : (pn _pnO)

dér vi definierat en parameter, som har dimensionen tid,

1
BnnO7

och som &r konstant vid lag-niva injektion, n, = nyg.

Th

I det stationéra tillstadndet giller da
Pn—Pno =Th - GL.

Detta haloverskott leder till 6kad konduktivitet, som eftersom over-
skottet beror pa belysningen dven kallas fotokonduktvitet.

Vad hénder nu om vi slidcker lampan vid T' = 07 Ekvationen som

beskriver dndringen av halkoncentrationen med tiden lyder nu

dpn _ Pn = Pno
dt T

och vi far 16sningen

= (pn(o) - pnO) : eit/‘rh
7t/7-h

pn(t) — Pno
= GLTh - €

Antagande 2.
Vi forutsatter lag-niva injektion,
Pno K AP < Nipg-

Exempel:

Npo = Np =10* m~3

n; = 1013 m~3

Pno = 7::0 =10 m™3

Darmed maste gélla vid lagniva
injektion:

1019 m—3 < p, < 1022 m~3
vilket normalt inte brukar
innebara nagon storre

begransning!
dy _ _y
dt ¢

har ju som du sikert kommer
ihag 16sningen
y(t) =y(0) e~
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R =Bnnpn
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Ap

Pn = pno+Th'GL

Figur D.2: En halvledare atergar till termisk jidmvikt nar vi slutar stéra
den.

Overskottet dor ut exponentiellt, halvledaren atergar till termisk
jamvikt med en relazationstid 1. (Vi kallar 75, &ven minoritets-
laddningsbéararnas livstid, dvs 7, ar ett méatt pa den tid det tar for
minoritetsladdningsbirarna att forsvinna nér ljuset har slickts, se
nedan.)

Vi har hir underférstatt diskuterat en halvledare dér generations-
och rekombinationsprocesser sker genom direkta 6vergédngar mellan
lednings- och valensband. I material med indirekt bandgap som t
ex kisel dominerar dvergangar via djupa stérnivier. Analysen blir
mera komplicerad, men dven i detta fall kan vi pa liknande sétt
definiera en relaxationstid som blir beroende av t ex storstéllenas
koncentration. Darmed far vi ocksd mojlighet att styra hur snabbt
halvledaren atergér till jamvikt efter en stérning genom att medve-
tet introducera djupa stornivaer.

Vi kan slutligen ocksa ge relaxationstiden 75, ett annat namn. Vi
tdnker oss som ovan att vi har lag-niva injektion i en n-typ halvle-
dare, dvs ett dverskott av minoritetsladdningsbirare p, — ppo. Om
vi tillskriver dverskottsladdningsbérarna en livstid ¢, s& maste over-
skottet forsvinna inom tiden ¢, pd grund av nettorekombination
R — Gy, dvs vi kan skriva

R_Gth:pn_pno'
tl’

Jamfor vi detta uttryck med tidigare uttryck ovan,

R— Gy = Brno - Ap = Pn = Pn0
Tp
kan vi dirmed identifiera 7, med dverskottsminoritetsladdnings-
bararnas livstid (excess-minority-carrier lifetime). Denna livstid blir
en viktig parameter nir det t ex giller att bestdmma hur ett lokalt
overskott av minoritetsladdningsbirare diffunderar och samtidigt
rekombinerar i t ex pn-&vergéngen eller den bipoléra transistorn.
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Konstanter
c = 299792458 m/s Ljushastigheten
h = 1.054573 - 10734 Js Plancks konstant
= 0.6582122 - 10715 eVs
h = 0.662608 - 10733 Js
= 4.135669 - 107> eVs
e = 1.602177-107 C Elementarladdningen
ap  =0.529177-107" m Bohrradien
me = 0.910939 - 10730 kg Elektronmassan
m, = 1.672623 - 10727 kg Protonmassan
= 1836.15270m,
m, = 1.674929-10~%7 kg Neutronmassan
k = 1.380658 - 10723 J/K Boltzmanns konstant

=0.861739 - 1074 eV/K
N4 =0.6022137 - 10?" kmol™'  Avogadros konstant
Ry = 13.6057 ¢V Rydbergs konstant Ry = h2

2ma

= 109737.32 cm ™!
R =0.83145-10* J/(kmol K) allméinna gaskonstanten
o = ﬁzhc = m finstrukturkonstanten
go =0.885419-1071 As/Vm  dielektriskakonstanen for vakuum

numeras.; permittiviteten i vakuum

po = 1.256637-107% Vs/Am  permeabiliteten for vakuum

=47 -107"7 Vs/Am
pp = 9.27402 - 10~2* Am? Bohr magnetonen pup = %
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1T =13

1eV  =1.6022-107"J ~ 11605.1 K ~ 8065,5 cm™!
2

1J 1 VA = 1581 _ 624141019 &V

S2
lamu = 1.6605-107%7 kg ~ 931.5 MeV

Vs
1F 1?




